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Wstęp do programu nauczania 
 

aŀǘŜƳŀǘȅƪŀ ƧŜǎǘ ǇƻŘǎǘŀǿŊ ǊŀŎƧƻƴŀƭƴŜƎƻ ǎǇƻƎƭŊŘŀƴƛŀ ƴŀ ƻǘŀŎȊŀƧŊŎŊ ƴŀǎ ǊȊŜŎȊȅǿƛǎǘƻǏŏΦ ¦ŎȊȅ 

logicznego ƳȅǏƭŜƴƛŀ ƛ ǿƴƛƻǎƪƻǿŀƴƛŀΦ bŀ ƭŜƪŎƧŀŎƘ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪƛ ǳŎȊŜƵ ƴŀōȅǿŀ ǳƳƛŜƧťǘƴƻǏŎƛ 

ǇǊŜŎȅȊȅƧƴŜƎƻ ǿȅǎƱŀǿƛŀƴƛŀ ǎƛťΣ Ŏƻ ǇƻƳŀƎŀ Ƴǳ ǿ ƪƻƳǳƴƛƪƻǿŀƴƛǳ ǎƛť Ȋ ƛƴƴȅƳƛΦ tǊȊȅƪƱŀŘȅ 

ȊŀŎȊŜǊǇƴƛťǘŜ Ȋ ȍȅŎƛŀ ŎƻŘȊƛŜƴƴŜƎƻ ǇƻȊǿƻƭŊ ǳŎȊƴƛƻƳ ŘƻǎǘǊȊŜŎ ŘȊƛŀƱŀƴƛŜ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪƛ ǿ 

ƻǘŀŎȊŀƧŊŎȅƳ ƴŀǎ ǏǿƛŜŎƛŜ ƛ ǿǇƱȅƴŊ ƴŀ ǊƻȊǿƽƧ ǇǊŀƪǘȅŎȊƴȅŎƘ ǳƳƛŜƧťǘƴƻǏŎƛΦ 

 

Program ǇǊȊŜǿƛŘǳƧŜ ǊŜŀƭƛȊŀŎƧť ŎȊťǏŎƛ ǘǊŜǏŎƛ Ȋ ǇƻŘǎǘŀǿȅ ǇǊƻƎǊŀƳƻǿŜƧ ƻǊŀȊ ȊŀƪƱŀŘŀ ǊƻȊǿƛƧŀƴƛŜ 

ŘƻŘŀǘƪƻǿȅŎƘ ǳƳƛŜƧťǘƴƻǏŎƛΣ Ŏƻ ȊƴŀƧŘǳƧŜ ƻŘȊǿƛŜǊŎƛŜŘƭŜƴƛŜ ǿ ȊŀǇƛǎŀŎƘ ŘƻǘȅŎȊŊŎȅŎƘ ǿȅƳŀƎŀƵ 

ǎȊŎȊŜƎƽƱƻǿȅŎƘ ƛ ȊŀƱƻȍƻƴȅŎƘ ƻǎƛŊƎƴƛťŎƛŀŎƘΦ wŜŀƭƛȊŀŎƧŀ ȊŀǇǊƻǇƻƴƻǿŀƴŜƎƻ ǇǊƻƎǊŀƳǳ ǳƳƻȍƭƛǿƛŀ 

ȊŘƻōȅŎƛŜ ǿƛŀŘƻƳƻǏŎƛ ƛ ǳƳƛŜƧťǘƴƻǏŎƛ ƻǇƛǎŀƴȅŎƘ ǿ ǇƻŘǎǘŀǿƛŜ ǇǊƻƎǊŀƳƻǿŜƧΣ ǿ ǘȅƳ 

ǳƳƛŜƧťǘƴƻǏŎƛΥ 

¶ ōǳŘƻǿŀƴƛŀ ƳƻŘŜƭƛ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎȊƴȅŎƘ ȊƧŀǿƛǎƪ Ȋ ǊƽȍƴȅŎƘ ŘȊƛŜŘȊƛƴ ȍȅŎƛŀ ƛ ich stosowania; 

¶ ǿȅƪƻǊȊȅǎǘȅǿŀƴƛŀ ǇƻŘǎǘŀǿƻǿȅŎƘ ƴŀǊȊťŘȊƛ ƛ ǘŜŎƘƴƛƪ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎȊƴȅŎƘΤ 

 

tǊƻƎǊŀƳ ŘƻǘȅŎȊȅ ƴŀǳŎȊŀƴƛŀ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪƛ ǿ ǎȊƪƻƭŜ ǇƻƴŀŘǇƻŘǎǘŀǿƻǿŜƧΣ ǿ ǊŀƳŀŎƘ ȊŀƧťŏ 

dodatkowych. Obejmuje 26 jednostki lekcyjne z zakresu funkcji kwadratowej, planimetrii, 

stereomeǘǊƛƛ ƻǊŀȊ ǊŀŎƘǳƴƪǳ ǊƽȍƴƛŎȊƪƻǿŜƎƻΦ   

 

¢ǊŜǏŎƛ ƴŀǳŎȊŀƴƛŀ ǿ  ǇǊƻƎǊŀƳƛŜ ǎŊ ȊŀǇƛǎŀƴŜ ǿ ǇƻǎǘŀŎƛ ǘŀōŜƭƛΣ ƪǘƽǊŀ ƧŜŘƴƻŎȊŜǏƴƛŜ ƧŜǎǘ 

ƴŀƧǇǊƻǎǘǎȊȅƳ ǇǊȊȅƪƱŀŘŜƳ ǊƻȊƪƱŀŘǳ ƳŀǘŜǊƛŀƱǳΦ tǊƻƎǊŀƳ ƴŀǳŎȊŀƴƛŀ ƧŜǎǘ ȊōǳŘƻǿŀƴȅΣ ŀōȅ Ƴƻȍƴŀ 

ōȅƱƻ ǿ ƴƛƳ Ʊŀǘǿƻ ƻŘƴŀƭŜȋŏ ǇƻǘǊȊŜōƴŜ ƘŀǎƱŀ i okrŜǏƭƛŏΣ ƧŀƪƛŜ ǳƳƛŜƧťǘƴƻǏŎƛ Ǉƻǿƛƴƴƛ ǇƻǎƛŀŘŀŏ 

ǳŎȊƴƛƻǿƛŜΦ tǊŀŎǳƧŊŎȅ Ȋ ƴƛƳ ƴŀǳŎȊȅŎƛŜƭ ƳƻȍŜ Řƻǎǘƻǎƻǿŀŏ Ǝƻ Řƻ ǇƻǘǊȊŜō ŘŀƴŜƧ ƪƭŀǎȅ ƻǊŀȊ ƴŀ 

ƧŜƎƻ ōŀȊƛŜ ǎǘǿƻǊȊȅŏ ǿƱŀǎƴȅ ǇǊƻƎǊŀƳ Řƻ ƛƴŘȅǿƛŘǳŀƭƴŜƧ ǇǊŀŎȅ Ȋ ǳŎȊƴƛŜƳ ƻ ǎǇŜŎȅŦƛŎȊƴȅŎƘ ōŊŘȋ 

specjalnych potrzebach edukacyjnych. 
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Metryczka 
 

Typ szkoƱy: szkoƱa ponadpodstawowa 

Liczba jednostek lekcyjnych: 26h 

Zagadnienia gƱƽwne: funkcji kwadratowa, planimetria, stereometria oraz rachunek 

ǊƽȍƴƛŎȊƪƻǿȅ.   

 

Cele edukacyjne 
 

OǎƛŊƎŀƴƛŜ ȊŀƱƻȍƻƴȅŎƘ ŎŜƭƽǿ ŜŘǳƪŀŎȅƧƴȅŎƘ ƛ ǿȅŎƘƻǿŀǿŎȊȅŎƘ ƧŜǎǘ ƳƻȍƭƛǿŜ ŘȊƛťƪƛ ǎǘƻǎƻǿŀƴƛǳ 

na lekcjach ǊƽȍƴƻǊƻŘƴȅŎƘ ŦƻǊƳ ƛ ƳŜǘƻŘ ƴŀǳŎȊŀƴƛŀΦ ¢ŀ ǊƽȍƴƻǊƻŘƴƻǏŏ Ƴŀ ƴƛŜ ǘȅƭƪƻ ǎǇǊŀǿƛŏ ȍŜ 

ƭŜƪŎƧŜ ōťŘŊ ōŀǊŘȊƛŜƧ ŀǘǊŀƪŎȅƧƴŜΣ ŀƭŜ ǘŜȍ ȊŀƪǘȅǿƛȊƻǿŀŏ ǳŎȊƴƛƽǿ ǿ ǇǊƻŎŜǎƛŜ ǳŎȊŜƴƛŀ ǎƛťΣ ȊŀŎƘťŎƛŏ 

Řƻ ǊƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛŀ ǊƽȍƴŜƎƻ ǊƻŘȊŀƧǳ ǇǊƻōƭŜƳƽǿΣ ǎǇƻǿƻŘƻǿŀŏ ƪǎȊǘŀƱǘƻǿŀƴƛŜ ƻŘǇƻǿƛŜŘƴƛŎƘ 

postaw. 

 

Cele nauczania 
bŀǳŎȊŀƴƛŜ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪƛ ǿ ǎǇƻǎƽō ǎȊŎȊŜƎƽƭƴȅ ǎǘȅƳǳƭǳƧŜ ǊƻȊǿƽƧ ƛƴǘŜƭŜƪǘǳŀƭƴȅ ǳŎȊƴƛŀΣ ƳΦƛƴΦ 

ǿǇƱȅǿŀ ƴŀ ǿȅƪǎȊǘŀƱŎŜƴƛŜΥ 

¶ opanowanie umiejťtnoǏŎƛ ǳƻƎƽƭƴƛŀƴƛŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘƽǿΣ ŦƻǊƳǳƱƻǿŀƴƛŀ ƘƛǇƻǘŜȊ ƛ ǘǿƛŜǊŘȊŜƵ, 

przeprowadzania prostych rozumowaƵ dedukcyjnych; 

¶ opanowanie umiejťtnoǏŎƛ ǇƻŘŀǿŀƴƛŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘƽǿ ƛ ƪƻƴǘǊǇǊȊȅƪƱŀŘƽǿΣ ŘŜŦƛƴƛƻǿŀƴƛŀ 

pojťŏ ƻǊŀȊ ǇƻǎƱǳƎƛǿŀƴƛŀ ǎƛť definicjŊ; 

¶ ǿȅƪǎȊǘŀƱŎŜƴie umiejťtnoǏŎƛ ōǳŘƻǿŀƴƛŀ ƳƻŘŜƭƛ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎȊƴȅŎƘ Ǌƽȍnorodnych 

sytuacji z ȍycia codziennego oraz ich wykorzystania do rozwiŊȊȅǿŀƴƛŀ ǇǊƻōƭŜƳƽǿ Ȋ 

zastosowaniem  funkcji kwadratowej; 

¶ nauczenie wykrywania zwiŊȊƪƽǿ Ƴƛťdzy liczbowymi parametrami zjawisk, szacowania 

wartoǏŎƛ ǘȅŎƘ ǇŀǊŀƳŜǘǊƽǿΣ ƻǇƛǎȅǿŀƴƛŀ ȊǿƛŊȊƪƽǿ ǇƻƳƛťdzy nimi za pomocŊ ǊƽǿƴŀƵ i 

ƴƛŜǊƽǿƴƻǏci, wykrywania miťdzy nimi zaleȍnoǏci funkcyjnych lub rekurencyjnych oraz 

ŀƴŀƭƛȊŀ ƛŎƘ ǿƱŀǎƴƻǏŎƛΣ ǿȅȊƴŀŎȊŀƴƛŀ ǎǘŀƴƽǿ ƻǇǘȅƳŀƭƴȅŎƘ ƛ ŜƪǎǘǊŜƳŀƭƴȅŎƘΤ 

¶ opanowanie umiejťtnoǏŎƛ ƻŘŎȊȅǘȅǿŀƴƛŀ ǿƱŀǎƴƻǏci zwiŊȊƪƽǿ ƻǇƛǎŀƴȅŎƘ ǿȅƪǊŜǎŀƳƛΤ 

¶ opanowanie umiejťtnoǏci korzystania z opracowaƵ podrťcznikowych, pomocy 

naukowych, komputera, oprogramowania GeoGebra. 

 

Cele wychowania 
LǎǘƻǘƴŊ ŎȊťǏŏ ƴŀǳŎȊŀƴƛŀ ǎǘŀƴƻǿƛ ǇǊƻŎŜǎ ǿȅŎƘƻǿŀƴƛŀΦ ² ƴŀǳŎȊŀƴƛǳ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪƛ ǎȊŎȊŜƎƽƭƴƛŜ 

ŜƪǎǇƻƴƻǿŀƴŜ ǎŊ ŎŜƭŜ ǿȅŎƘƻǿŀǿŎȊŜΥ 

¶ ƪǎȊǘŀƱǘƻǿŀƴƛŜ ǳƳƛŜƧťǘƴƻǏŎƛ ǊƻȊǇƻȊƴŀǿŀƴƛŀ ǿƱŀǎƴȅŎƘ ǇƻǘǊȊŜō ŜŘǳƪŀŎȅƧƴȅŎƘΤ 

¶ ƪǎȊǘŀƱǘƻǿŀƴƛŜ ǘŀƪƛŎƘ ŎŜŎƘ ƻǎƻōƻǿƻǏŎƛ Ƨŀƪ ǎǘŀǊŀƴƴƻǏŏΣ ǎȅǎǘŜƳŀǘȅŎȊƴƻǏŏΣ ǇǊŜŎȅȊƧŀΤ 

¶ ƪǎȊǘŀƱŎŜƴƛŜ ǳƳƛŜƧťǘƴƻǏŎƛΥ argumentowania, precyzyƧƴŜƎƻ ŦƻǊƳǳƱƻǿŀƴƛŀ ƛ ȊŀǇƛǎȅǿŀƴƛŀ 

ƳȅǏƭƛΣ ǿȅŎƛŊƎŀƴƛŀ ǿƴƛƻǎƪƽǿΣ zŀŘŀǿŀƴƛŀ ǇȅǘŀƵΣ ŘƻǎǘǊȊŜƎŀƴƛŀ ǇǊƻōƭŜƳƽǿ ƛ ƛŎƘ 
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ǊƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛŀΣ ŘƻōǊŜƧ ƻǊƎŀƴƛȊŀŎƧƛ ǇǊŀŎȅΣ ǿƱŀǏŎƛǿŜƎƻ Ǉƭŀƴƻǿŀƴƛŀ ƴŀǳƪƛΣ ǿǎǇƽƱǇǊŀŎȅ 

ǇǊȊȅ ǊƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛǳ ǇǊƻōƭŜƳƽǿΤ 

¶ ǊƻȊǿƛƧŀƴƛŜ ȊŀƛƴǘŜǊŜǎƻǿŀƵ ƛ ǳȊŘƻƭƴƛŜƵ ǳcznia; 

¶ ǿȅǊŀōƛŀƴƛŜ ǘŀƪƛŎƘ ŎŜŎƘ ƧŀƪΥ ƪƻƭŜȍŜƵǎƪƻǏŏΣ ȍȅŎȊƭƛǿƻǏŏΣ ȊŀǳŦŀƴƛŜΣ ƻŘǇƻǿƛŜŘȊƛŀƭƴƻǏŏ ƛ 

toƭŜǊŀƴŎȅƧƴƻǏŏ ǿ ǇǊŀŎȅ ȊŜǎǇƻƱƻǿŜƧΤ 

¶ ƪǎȊǘŀƱǘƻǿŀƴƛŜ ǳƳƛŜƧťǘƴƻǏŎƛ ŘƛŀƭƻƎǳ ƛ ƪǳƭǘǳǊȅ ŘȅǎƪǳǎƧƛΤ 

¶ ƪǎȊǘŀƱǘƻǿŀƴƛŜ ǇƻŎȊǳŎƛŀ ŜǎǘŜǘȅƪƛΦ 

 

/ŜƭŜ ŘƻǘȅŎȊŊŎŜ ƪǎȊǘŀƱǘƻǿŀƴƛŀ ǇƻǎǘŀǿΣ ƴŀƭŜȍȅ ǊŜŀƭƛȊƻǿŀŏ ƴŀ ƪŀȍŘŜƧ ƭŜƪŎƧƛ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪƛΦ ¢ǊȊŜōŀ 

ǎȊŎȊŜƎƽƭƴƛŜ ǿȅƳŀƎŀŏ ƻŘ ǳŎȊƴƛƽǿ ǎŀƳƻŘȊƛŜƭƴƻǏŎƛ ǿ ǊƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛǳ ǇǊƻōƭŜƳƽǿΦ YŀȍŘȅ ǳŎȊŜƵ 

ǇƻǿƛƴƛŜƴ ŎȊǳŏ ǎƛť ƻŘǇƻǿƛŜŘȊƛŀƭƴȅ Ȋŀ ǇƻǿƛŜǊȊƻƴŜ Ƴǳ ȊŀŘŀƴƛŀΣ ŀƭŜ ƧŜŘƴƻŎȊŜǏƴƛŜ ǇƻǿƛƴƛŜƴ ǳŎȊȅŏ 

ǎƛť ǿǎǇƽƱǇǊŀŎȅ Ȋ ǊƽǿƛŜǏƴƛƪŀƳƛΦ 

Procedura osiągania celów 
 

5ƻ ƻǎƛŊƎƴƛťŎƛŀ ȊŀǇǊŜȊŜƴǘƻǿŀƴȅŎƘ ŎŜƭƽǿ ƪǎȊǘŀƱŎŜƴƛŀ ƛ ǿȅŎƘƻǿŀƴƛŀ ƴŀƧōŀǊŘȊƛŜƧ ǇǊȊȅŘŀǘƴŜ ǎŊ 

ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎŜ ǇǊƻŎŜŘǳǊȅΥ 

1. Stworzenie odpowiedniego klimatu i bezpiecznej atmosfery na lekcji dodatkowej z 

matematyki. 

2. ²ȅƪƻǊȊȅǎǘŀƴƛŜ ŘƻǎǘťǇƴȅŎƘ ǿ ǎȊƪƻƭŜ ǏǊƻŘƪƽǿ ŘȅŘŀƪǘȅŎȊƴȅŎƘ ǘŀƪƛŎƘ Ƨŀƪ  ƪƻƳǇǳǘŜǊȅΣ 

oprogramowanie matematyczne. 

3. {ŀƳƻŘȊƛŜƭƴŀ ǇǊŀŎŀ Ȋ ǘŜƪǎǘŜƳΦ ²ȅƪƻǊȊȅǎǘŀƴƛŜ ǇƻŘǊťŎȊƴƛƪŀΣ InternetuΣ ǇƱȅǘȅ /5 

ŘƻƱŊŎȊƻƴŜƧ Řƻ ǇƻŘǊťŎȊƴƛƪŀΦ 

4. wƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛŜ ŏǿƛŎȊŜƵ ƛ ȊŀŘŀƵ ƻ ǊƻȊƳŀƛǘȅƳ ǎǘƻǇƴƛǳ ǘǊǳŘƴƻǏŎƛ ǎǇǊŀǿŘȊŀƧŊŎych 

ȊǊƻȊǳƳƛŜƴƛŜ ǘǊŜǏŎƛ ƴŀǳŎȊŀƴƛŀΦ 

5. wƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛŜ ȊŀŘŀƵΣ ƪǘƽǊȅŎƘ ǘǊŜǏŏ ǿǇǊƻǿŀŘȊŀ ǇǊŀƪǘȅŎȊƴŜ ȊŀǎǘƻǎƻǿŀƴƛŜ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪƛ 

w ȍȅŎƛǳ ŎƻŘȊƛŜƴƴȅƳΦ 

6. {ǘƻǎƻǿŀƴƛŜ ǊƽȍƴȅŎƘ ŦƻǊƳ ƛ ƳŜǘƻŘ ǇǊŀŎȅ Ȋ ǳŎȊƴƛŀƳƛΦ 

7. wƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛŜ ȊŀŘŀƵ ǊƽȍƴȅƳƛ ǎǇƻǎƻōŀƳƛ ǿȅǊŀōƛŀƧŊŎ ǇǊȊȅ ǘȅƳ ǳƳƛŜƧťǘƴƻǏŏ 

poszukiwania ƴŀƧǇǊƻǎǘǎȊȅŎƘ ǊƻȊǿƛŊȊŀƵΦ 

8. ½ŀŎƘťŎŀƴƛŜ ǳŎȊƴƛƽǿ Řƻ ǳŎȊŜǎǘƴƛŎǘǿŀ ǿ ƪƻƴƪǳǊǎŀŎƘ ƛ ǇǊƻƧŜƪǘŀŎƘ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎȊƴȅŎƘΦ 

9. SǘƻǇƴƛƻǿŀƴƛŜ ǘǊǳŘƴƻǏŎƛΦ 

10. SǘƻǎƻǿŀƴƛŜ ǊƽȍƴȅŎƘ ƳŜǘƻŘ ǇǊŀŎȅΦ 

11. LƴŦƻǊƳƻǿŀƴƛŜ ƻ ǇƻǎǘťǇŀŎƘ ǳŎȊƴƛŀΦ 

Ramowy rozkład materiału 
 

tǊȊŜŘǎǘŀǿƛŀƳ ǇƻƴƛȍŜƧ ǇǊƻǇƻȊȅŎƧť ǇƻŘȊƛŀƱǳ ǘǊŜǏŎƛ ǇǊƻƎǊŀƳƻǿȅŎƘ ƴŀ ǇƻǎȊŎȊŜƎƽƭƴŜ ȊŀƎŀŘƴƛŜƴƛŀ 

ǇƻǊǳǎȊŀƴŜ ƴŀ ȊŀƧťŎƛŀŎƘ ŘƻŘŀǘƪƻǿȅŎƘ ƻǊŀȊ ƻǊƛŜƴǘŀŎȅƧƴŊ ƭƛŎȊōť ƎƻŘȊƛƴ ǇƻǘǊȊŜōƴŊ ƴŀ ƛŎƘ 

ǊŜŀƭƛȊŀŎƧťΦ 
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½ŀƧťŎƛŀ ¢ŜƳŀǘ ǿ ƳŀǘŜǊƛŀƱŀŎƘ ŘȅŘŀƪǘȅŎȊƴȅŎƘ Godz. 

1. Co to jest parabola? 2 

2. ²ƱŀǎƴƻǏŎƛ ƛ Ȋŀǎǘƻǎƻwanie paraboli 2 

3. Parabola a funkcja kwadratowa 2 

4. tƻǎǘŀŏ ƪŀƴƻƴƛŎȊƴŀ ŦǳƴƪŎƧƛ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƧ 1 

5. tƻǎǘŀŏ ƻƎƽƭƴŀ ŦǳƴƪŎƧƛ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƧ 1 

6. hŘ ǇƻǎǘŀŎƛ ƻƎƽƭƴŜƧ Řƻ ǇƻǎǘŀŎƛ ƪŀƴƻƴƛŎȊƴŜƧ ƎŜƻƳŜǘǊȅŎȊƴƛŜ 1 

7. Miejsca zerowe funkcji kwadratowej wyznaczone 

rachunkowo 

1 

8. tƻǎǘŀŏ ŎȊȅƴƴƛƪƻǿŀ ǘǊƽƧƳƛŀƴǳ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƎƻ 1 

9. Miejsca zerowe funkcji kwadratowej skonstruowane 

cyrklem 

1 

10. wƻƭŀ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪƽǿ ŀΣ b, Ŏ ǘǊƽƧƳƛŀƴǳ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƎƻ 1 

11. Zadania na poszukiwanie ekstremum  funkcji 1 

12. Obraz w muzeum 1 

13. Twierdzenie Pitagorasa 5 

14. wȊǳǘƻǿŀƴƛŜ ƻōƛŜƪǘƽǿ о5 2 

15. tƻȊƴŀƧŜƳȅ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴȅ 5 

16. ¢Ŝǎǘȅ ƴŀ ƪǎȊǘŀƱǘƻǿŀƴƛŜ ǿȅƻōǊŀȋƴƛ 2 

Suma 26h 

 

Treści kształcenia 
 

tƭŀƴǳƧŊŎ Ŏȅƪƭ ƭŜƪŎƧƛ ǇƻǏǿƛťŎƻƴȅŎƘ ƪƻƴƪǊŜǘƴŜƳǳ ȊŀƎŀŘƴƛŜƴƛǳ ǿŀǊǘƻ ǇǊȊŜȊƴŀŎȊȅŏ ŎȊŀǎ ƴŀ 

ǇƻǿǘƽǊȊŜƴƛŜ ƛ ǳǎȅǎǘŜƳŀǘȅȊƻǿŀƴƛŜ ƻƳƽǿƛƻƴŜƎƻ ǿŎȊŜǏƴƛŜƧ ƳŀǘŜǊƛŀƱǳ ŘƻǘȅŎȊŊŎŜƎƻ ŘŀƴŜƎƻ 

ƘŀǎƱŀ ǇǊƻƎǊŀƳƻǿŜƎƻΦ aŀǘŜǊƛŀƱ ǘŜƴ Ƴƻȍƴŀ ǊƻȊǎȊŜǊȊȅŏ ƻ ŎƛŜƪŀǿǎȊŜ ƛ ǘǊǳŘƴƛŜƧǎȊŜ ȊŀŘŀƴƛŀΦ Aby 

ǇǊȊȅōƭƛȍȅŏ ǳŎȊƴƛƻƳ ǿǇǊƻǿŀŘȊŀƴŜ ǇƻƧťŎƛŀ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎȊƴŜΣ ǿŀǊǘƻ ȊǿǊƽŎƛŏ ǳǿŀƎť ƴŀ ƛŎƘ 

ǇƻǿƛŊȊŀƴƛŜ Ȋ ȍȅŎƛŜƳ ŎƻŘȊƛŜƴƴȅƳΦ .ŀǊŘȊƻ ǿŀȍƴŜ ƧŜǎǘΣ ŀōȅ ǘŜƳŀǘȅƪŀ ȊŀŘŀƵ ǳƪŀȊȅǿŀƱŀ ǎǇƻǎƻōȅ 

Ȋŀǎǘƻǎƻǿŀƴƛŀ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪƛ ǿ ǊƽȍƴȅŎƘ ŘȊƛŜŘȊƛƴŀŎƘ ȍȅŎƛŀΦ 

 

 

½ŀƧťŎƛŀ ¢ǊŜǏŎƛ 

ƪǎȊǘŀƱŎŜƴƛŀ 

Zagadnienia ¢ŜƳŀǘ ǿ ƳŀǘŜǊƛŀƱŀŎƘ 

dydaktycznych 

/ŜƭŜ ǎȊŎȊŜƎƽƱƻǿŜ 

¦ŎȊŜƵ ǇƻǘǊŀŦƛΥ 

1. Funkcja 

kwadratowa 

²ȅƪǊŜǎ ƛ ǿƱŀǎƴƻǏŎƛ 

funkcji kwadratowej 

Co to jest parabola? ǎǇƻǊȊŊŘȊƛŏ ǿȅƪǊŜǎ ŦǳƴƪŎƧƛ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƧ ȊŀǇƛǎŀƴŜƧ ǿ 

dowolnej postaci i na jego podstawie ƻŘŎȊȅǘŀŏ 

ǿƱŀǎƴƻǏŎƛ ŦǳƴƪŎƧƛ όȊōƛƽǊ ǿŀǊǘƻǏŎƛΣ ǇǊȊŜŘȊƛŀƱȅ 

ƳƻƴƻǘƻƴƛŎȊƴƻǏŎƛΣ ƳƛŜƧǎŎŀ ȊŜǊƻǿŜΣ ǇǊȊŜŘȊƛŀƱȅΣ ǿ 

ƪǘƽǊȅŎƘ ŦǳƴƪŎƧŀ ƪǿadratowa jest dodatnia, ujemna, 

niedodatnia, nieujemna); 

2. Funkcja 

kwadratowa 

²ȅƪǊŜǎ ƛ ǿƱŀǎƴƻǏŎƛ 

funkcji kwadratowej 

²ƱŀǎƴƻǏŎƛ ƛ 

zastosowanie 

paraboli 

ƻŘŎȊȅǘȅǿŀŏ Ȋ ǿȅƪǊŜǎǳ ǿƱŀǎƴƻǏŎƛ ŦǳƴƪŎƧƛ 

kwadratowej ς ŘȊƛŜŘȊƛƴťΣ ȊōƛƽǊ ǿŀǊǘƻǏŎƛΣ ƳƛŜƧǎŎŀ 

zerowe, przedziŀƱȅ ƳƻƴƻǘƻƴƛŎȊƴƻǏŎƛΤ 
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½ŀƧťŎƛŀ ¢ǊŜǏŎƛ 

ƪǎȊǘŀƱŎŜƴƛŀ 

Zagadnienia ¢ŜƳŀǘ ǿ ƳŀǘŜǊƛŀƱŀŎƘ 

dydaktycznych 

/ŜƭŜ ǎȊŎȊŜƎƽƱƻǿŜ 

¦ŎȊŜƵ ǇƻǘǊŀŦƛΥ 

3. 

 

Funkcja 

kwadratowa 

²ȅƪǊŜǎ ƛ ǿƱŀǎƴƻǏŎƛ 

funkcji kwadratowej 

Parabola a funkcja 

kwadratowa 

ǎȊƪƛŎƻǿŀŏ ǿȅƪǊŜǎ ŦǳƴƪŎƧƛ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƧΣ ƪƻǊȊȅǎǘŀƧŊŎ Ȋ 

jej wzoru; 

4. Funkcja 

kwadratowa 

tƻǎǘŀŏ ƪŀƴƻƴƛŎȊƴŀ 

funkcji kwadratowej 

tƻǎǘŀŏ ƪŀƴƻƴƛŎȊƴŀ 

funkcji kwadratowej 

ƻŘŎȊȅǘŀŏ Ȋ ǇƻǎǘŀŎƛ ƪŀƴƻƴƛŎȊƴŜƧ ǿǎǇƽƱǊȊťŘƴŜ 

ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪŀ ǇŀǊŀōƻƭƛΣ ǇƻƱƻȍŜƴƛŜ ǊŀƳƛƻƴ ǇŀǊŀōƻƭƛΤ 

5. 

 

Funkcja 

kwadratowa 

tƻǎǘŀŏ ƻƎƽƭƴŀ ŦǳƴƪŎƧƛ 

kwadratowej 

tƻǎǘŀŏ ƻƎƽƭƴŀ ŦǳƴƪŎƧƛ 

kwadratowej 

ƻŘŎȊȅǘŀŏ Ȋ ǇƻǎǘŀŎƛ ƻƎƽƭƴŜƧ Ǉǳƴƪǘ ǇǊȊŜŎƛťŎƛŀ ǿȅƪǊŜǎǳ 

Ȋ ƻǎƛŊ ȄΣ ǇƻƱƻȍŜƴƛŜ ǊŀƳƛƻƴ ǇŀǊŀōƻƭƛΤ 

6. Funkcja 

kwadratowa 

tƻǎǘŀŏ ƻƎƽƭƴŀ Ȋ 

kanoniczna funkcji 

kwadratowej 

hŘ ǇƻǎǘŀŎƛ ƻƎƽƭƴŜƧ 

do postaci 

kanonicznej 

geometrycznie 

ǇǊȊŜƪǎȊǘŀƱŎŀŏ ǿȊŀƧŜƳƴƛŜ ǊƽȍƴŜ ǇƻǎǘŀŎƛŜ ŦǳƴƪŎƧƛ 

kwadratowej; 

7. Funkcja 

kwadratowa 

Miejsca zerowe 

funkcji kwadratowej 

Miejsca zerowe 

funkcji kwadratowej 

wyznaczone 

rachunkowo 

ǇǊȊŜƪǎȊǘŀƱŎŀŏ ǿȊŀƧŜƳƴƛŜ ǊƽȍƴŜ ǇƻǎǘŀŎƛŜ ŦǳƴƪŎƧƛ 

kwadratowej; 

ǇƻŘŀŏ ȊŀƭŜȍƴƻǏŏ ƛǎǘƴƛŜƴƛŀ ƛ ƭƛŎȊōȅ ƳƛŜƧǎŎ ȊŜǊƻǿȅŎƘ ƻŘ 

ǿȅǊƽȍƴƛƪŀΤ  

ƻōƭƛŎȊȅŏ ƳƛŜƧǎŎŀ ȊŜǊƻǿŜ ŦǳƴƪŎƧƛ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƧΤ 

8. Funkcja 

kwadratowa 

tƻǎǘŀŏ ƛƭƻŎȊȅƴƻǿŀ 

funkcji kwadratowej 

tƻǎǘŀŏ ŎȊȅƴƴƛƪƻǿŀ 

ǘǊƽƧƳƛŀƴǳ 

kwadratowego 

ƻŘŎȊȅǘŀŏ Ȋ ǇƻǎǘŀŎƛ ƛƭƻŎȊȅƴƻǿŜƧ 

ƳƛŜƧǎŎŀ ȊŜǊƻǿŜ ŦǳƴƪŎƧƛΣ ǇƻƱƻȍŜƴƛŜ ǊŀƳƛƻƴ ǇŀǊŀōƻƭƛΤ 

9. Funkcja 

kwadratowa 

Miejsca zerowe 

funkcji kwadratowej 

Miejsca zerowe 

funkcji kwadratowej 

skonstruowane 

cyrklem 

ƻŘŎȊȅǘŀŏ Ȋ ǇƻǎǘŀŎƛ ƛƭƻŎȊȅƴƻǿŜƧ 

ƳƛŜƧǎŎŀ ȊŜǊƻǿŜ ŦǳƴƪŎƧƛΣ ǇƻƱƻȍŜƴƛŜ ǊŀƳƛƻƴ ǇŀǊŀōƻƭƛΤ 

10. Funkcja 

kwadratowa 

²ǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪƛ ŦǳƴƪŎƧƛ 

kwadratowej 

wƻƭŀ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪƽǿ 

ŀΣōΣŎ ǘǊƽƧƳƛŀƴǳ 

kwadratowego 

ƛƴǘŜǊǇǊŜǘƻǿŀŏ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪƛ ǿȅǎǘťǇǳƧŊŎŜ ǿŜ 

wzorze funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, 

ǿ ǇƻǎǘŀŎƛ ƻƎƽƭƴŜƧ ƛ ǿ ǇƻǎǘŀŎƛ ƛƭƻŎȊȅƴƻǿŜƧΤ 

ƻƪǊŜǏƭƛŏ ƛ ƻŘŎȊȅǘŀŏ ǿŀǊǘƻǏŏ ƴŀƧƳƴƛŜƧǎȊŊ ƛ ƴŀƧǿƛťƪǎȊŊ 

funkcji kwadratowej w dziedzinie i przedziale 

ŘƻƳƪƴƛťǘȅƳΤ 

11. Funkcja 

kwadratowa 

DǊŀƴƛŀǎǘƻǎƱǳpy 

{ǘƻȍŜƪ 

Pole powierzchni i 

ƻōƧťǘƻǏŏ 

ƎǊŀƴƛŀǎǘƻǎƱǳǇŀ 

{ǘƻȍŜƪΣ ƧŜƎƻ ǇƻƭŜ 

powierzchni i 

ƻōƧťǘƻǏŏ 

 

 

Zadania na 

poszukiwanie 

ekstremum  funkcji 

ǊƻȊǿƛŊȊŀŏ ǇǊƻǎǘŜ ȊŀŘŀƴƛŀ ƻǇǘȅƳŀƭƛȊŀŎȅƧƴŜΤ 

ǊƻȊǿƛŊȊŀŏ ȊŀŘŀƴƛŀ ǘŜƪǎǘƻǿŜ ǇǊƻǿŀŘȊŊŎŜ Řƻ 

ǿȅȊƴŀŎȊŀƴƛŀ ǇŀǊŀƳŜǘǊƽǿ ŦǳƴƪŎƧƛ 

kwadratowej; 

ƻōƭƛŎȊŀŏ ǇƻƭŜ ǇƻǿƛŜǊȊŎƘƴƛ ƻǊŀȊ ƻōƧťǘƻǏŏ 

ƎǊŀƴƛŀǎǘƻǎƱǳǇƽǿΤ 

ƻōƭƛŎȊŀŏ ǇƻƭŜ ǇƻǿƛŜǊȊŎƘƴƛ ƻǊŀȊ ƻōƧťǘƻǏŏ ǎǘƻȍƪŀΤ 

 

12. Planimetria 

Rachunek 

ǊƽȍƴƛŎȊƪƻǿȅ 

YŊǘȅ ǏǊƻŘƪƻǿŜ ƛ ƪŊǘȅ 

wpisane 

¢ǊƽƧƪŊǘȅ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴŜ 

Pochodna funkcji 

Obraz w muzeum ǊƻȊǇƻȊƴŀƧŜ ƪŊǘȅ ǏǊƻŘkowe; rozpoznaje kŊty wpisane; 

stosuje zaleȍnoǏci miťdzy kŊtem Ǐrodkowym i kŊtem 

wpisanym opartym na tym samym 

ƱǳƪǳΤ 

ǎǘƻǎǳƧŜ ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ tƛǘŀƎƻǊŀǎŀ Řƻ ǊƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛŀ 

ȊŀŘŀƵΤ 

ƻōƭƛŎȊȅŏ ǇƻŎƘƻŘƴŜ ŦǳƴƪŎƧƛ ǿȅƳƛŜǊƴȅŎƘΤ 

ǎǘƻǎǳƧŜ ǇƻŎƘƻŘƴŜ Řƻ ǊƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛŀ ȊŀƎŀŘƴƛŜƵ 

optymalizacyjnych; 

13. Planimetria 

Stereometria 

 

¢ǊƽƧƪŊǘȅ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴŜ 

DǊŀƴƛŀǎǘƻǎƱǳǇȅ 

hǎǘǊƻǎƱǳǇȅ 

 

Twierdzenie 

Pitagorasa 

ǎǘƻǎǳƧŜ ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ tƛǘŀƎƻǊŀǎŀ Řƻ ǊƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛŀ 

ȊŀŘŀƵΤ 

sporzŊŘȊŀ ǊȅǎǳƴŜƪ ƎǊŀƴƛŀǎǘƻǎƱǳǇŀ ǿǊŀȊ Ȋ 

oznaczeniami; 

sporzŊŘȊŀ ǊȅǎǳƴŜƪ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇŀ wraz z oznaczeniami; 

ƻōƭƛŎȊŀ ǇƻƭŜ ǇƻǿƛŜǊȊŎƘƴƛ ƎǊŀƴƛŀǎǘƻǎƱǳǇŀ ǇǊƻǎǘŜƎƻΤ 
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½ŀƧťŎƛŀ ¢ǊŜǏŎƛ 

ƪǎȊǘŀƱŎŜƴƛŀ 

Zagadnienia ¢ŜƳŀǘ ǿ ƳŀǘŜǊƛŀƱŀŎƘ 

dydaktycznych 

/ŜƭŜ ǎȊŎȊŜƎƽƱƻǿŜ 

¦ŎȊŜƵ ǇƻǘǊŀŦƛΥ 

14. Stereometria 

 

tǊƻǎǘŜ ƛ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ 

w przestrzeni 

DǊŀƴƛŀǎǘƻǎƱǳǇȅ 

 

 

wȊǳǘƻǿŀƴƛŜ ƻōƛŜƪǘƽǿ 

3D 

ǊƻȊǇƻȊƴŀƧŜ ǿȊŀƧŜƳƴŜ ǇƻƱƻȍŜƴƛŜ ǇǊƻǎǘȅŎƘ ǿ 

ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƛΣ ǿ ǎȊŎȊŜƎƽƭƴƻǏŎƛ ǇǊƻǎǘŜ 

ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŜ ƴƛŜǇǊȊŜŎƛƴŀƧŊŎŜ ǎƛťΤ 

ǿǎƪŀȊǳƧŜ ǿ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴŀŎƘ ǇǊƻǎǘŜ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŜΣ 

ǊƽǿƴƻƭŜƎƱŜ ƛ ǎƪƻǏƴŜΤ 

ǿǎƪŀȊǳƧŜ ǿ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴŀŎƘ ǊȊǳǘ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅ ŘŀƴŜƎƻ 

odcinka; 

ǎǇƻǊȊŊŘȊŀ ǊȅǎǳƴŜƪ ƎǊŀƴƛŀǎǘƻǎƱǳǇŀ ǿǊŀȊ Ȋ 

oznaczeniami; 

15. Stereometria tǊƻǎǘŜ ƛ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ 

w przestrzeni 

GraniŀǎǘƻǎƱǳǇȅ 

hǎǘǊƻǎƱǳǇȅ 

Przekroje 

ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱƻǏŎƛŀƴƽǿ 

.ǊȅƱȅ ƻōǊƻǘƻǿŜ 

 

Poznajemy 

ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴȅ 

ǊƻȊǇƻȊƴŀƧŜ ǿȊŀƧŜƳƴŜ ǇƻƱƻȍŜƴƛŜ ǇǊƻǎǘȅŎƘ ǿ 

ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƛΣ ǿ ǎȊŎȊŜƎƽƭƴƻǏŎƛ ǇǊƻǎǘŜ 

ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŜ ƴƛŜǇǊȊŜŎƛƴŀƧŊŎŜ ǎƛťΤ 

ǿǎƪŀȊǳƧŜ ǿ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴŀŎƘ ǇǊƻǎǘŜ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŜΣ 

ǊƽǿƴƻƭŜƎƱŜ ƛ ǎƪƻǏƴŜΤ 

ǿǎƪŀȊǳƧŜ ǿ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴŀŎƘ ǊȊǳǘ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅ ŘŀƴŜƎƻ 

odcinka; 

ǎǇƻǊȊŊŘȊŀ ǊȅǎǳƴŜƪ ƎǊŀƴƛŀǎǘƻǎƱǳǇŀ ǿǊŀȊ Ȋ 

oznaczeniami; 

ǎǇƻǊȊŊŘȊŀ ǊȅǎǳƴŜƪ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇŀ ǿǊŀȊ Ȋ ƻȊƴŀŎȊŜƴƛŀƳƛΤ 

ƻƪǊŜǏƭŀΣ ƧŀƪŊ ŦƛƎǳǊŊ ƧŜǎǘ Řŀƴȅ ǇǊȊŜƪǊƽƧ 

ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱƻǏŎƛŀƴǳ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴŊΤ 

ǎǇƻǊȊŊŘȊŀ ǊȅǎǳƴŜƪ ōǊȅƱȅ ƻōǊƻǘƻǿŜƧ ǿǊŀȊ Ȋ 

oznaczeniami; 

16. Stereometria tǊƻǎǘŜ ƛ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ 

w przestrzeni 

 

DǊŀƴƛŀǎǘƻǎƱǳǇȅ 

hǎǘǊƻǎƱǳǇȅ 

 

Przekroje 

ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱƻǏŎƛŀƴƽǿ 

 

 

Testy na 

ƪǎȊǘŀƱǘƻǿŀƴƛŜ 

ǿȅƻōǊŀȋƴƛ 

ǊƻȊǇƻȊƴŀƧŜ ǿȊŀƧŜƳƴŜ ǇƻƱƻȍŜƴƛŜ ǇǊƻǎǘȅŎƘ ǿ 

ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƛΣ ǿ ǎȊŎȊŜƎƽƭƴƻǏŎƛ Ǉroste 

ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŜ ƴƛŜǇǊȊŜŎƛƴŀƧŊŎŜ ǎƛťΤ 

ǿǎƪŀȊǳƧŜ ǿ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴŀŎƘ ǇǊƻǎǘŜ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŜΣ 

ǊƽǿƴƻƭŜƎƱŜ ƛ ǎƪƻǏƴŜΤ 

ǿǎƪŀȊǳƧŜ ǿ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴŀŎƘ ǊȊǳǘ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅ ŘŀƴŜƎƻ 

odcinka; 

ǎǇƻǊȊŊŘȊŀ ǊȅǎǳƴŜƪ ƎǊŀƴƛŀǎǘƻǎƱǳǇŀ ǿǊŀȊ Ȋ 

oznaczeniami; 

ǎǇƻǊȊŊŘȊŀ ǊȅǎǳƴŜƪ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇŀ ǿǊŀȊ Ȋ ƻȊƴaczeniami; 

ǊƻȊǇƻȊƴŀǿŀŏ ǎƛŀǘƪƛ ƎǊŀƴƛŀǎǘƻǎƱǳǇƽǿ ǇǊƻǎǘȅŎƘ 

Formy pracy oraz środki dydaktyczne 
 

Formy pracy: 

¶ praca w grupach ς ǇƻŘȊƛŀƱ ƪƭŀǎȅ ƴŀ ƪƛƭƪǳƻǎƻōƻǿŜ ȊŜǎǇƻƱȅ ƛ ǇǊȊȅŘȊƛŜƭŜƴƛŜ ƛƳ ȊŀŘŀƵ Řƻ 

wykonania. Praca w grupach uczy ƻǊƎŀƴƛȊŀŎƧƛ ǇǊŀŎȅΣ ǇƻŘȊƛŀƱǳ ƻōƻǿƛŊȊƪƽǿ ǇƻƳƛťŘȊȅ 

ŎȊƱƻƴƪƽǿ ƎǊǳǇȅΣ ƻŘǇƻǿƛŜŘȊƛŀƭƴƻǏŎƛΣ ƪƻƳǳƴƛƪŀŎƧƛ ƛ ǿǎǇƽƱǇǊŀŎȅ; 

¶ ƛƴŘȅǿƛŘǳŀƭƴŊ ǇǊŀŎť ǳŎȊƴƛƽǿ ƪŀȍŘȅ ǳŎȊŜƵ ǇǊŀŎǳƧŜ ǎŀƳƻŘȊƛŜƭƴƛŜΦ Taka forma pracy 

wyrabia nawyk sumiennego wykonywania ǇƻǿƛŜǊȊƻƴŜƎƻ ȊŀŘŀƴƛŀ ƛ ƻŘǇƻǿƛŜŘȊƛŀƭƴƻǏŎƛ 

Ȋŀ ǎǿƻƧŊ ǇǊŀŎť; 

¶ praca z cŀƱŊ ƪƭŀǎŊ ς ȊŀŀƴƎŀȍƻǿŀƴƛŜ ŎŀƱŜƧ ƪƭŀǎȅ ǿ ǊƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛŜ ǇǊƻōƭŜƳƽǿ 

ǎŦƻǊƳǳƱƻǿŀƴȅŎƘ ǇǊȊŜȊ nauczyciela; 

¶ metody Solving problem Ȋ ŎŀƱŀ ƪƭŀǎŊΤ 

¶ metody problemowe; 
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¶ dyskusja. 

|ǊƻŘƪƛ ŘȅŘŀƪǘȅŎȊƴŜΥ 

 

¶ program GeoGebra όǿŜǊǎƧť рΦлύ ƻǊŀȊ SketchUp όǿŜǊǎƧť мрΦлύΦ hōŀ ǇǊƻƎǊŀƳȅ ǎŊ 

ŘŀǊƳƻǿŜ ƛ Ƴƻȍƴŀ ƧŜ ǿ ƪŀȍŘŜƧ ŎƘǿƛƭƛ ǇƻōǊŀŏ Ȋ LƴǘŜǊƴŜǘǳΤ 

¶ klocki reko ς rys.1, rys.2; 

¶ komputer, projektor lub tablica interaktywna; 

¶ wykonywanie siatek i modeli figur przestrzennych ς ǿ ǘŜƴ ǎǇƻǎƽō ǊƻȊǿƛƧŀƴŀ ƧŜǎǘ 

ǿȅƻōǊŀȋƴƛŀ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƴŀ ǳŎȊƴƛƽǿΤ 

 
 

rys. 1 

 
 

rys. 2 

 

5ƻ ƭŜƪŎƧƛ ǇǊȊȅƎƻǘƻǿǳƧŜƳȅ ƪƻƳǇǳǘŜǊ Ȋ ǇǊƻƧŜƪǘƻǊŜƳ ƛ ŜƪǊŀƴŜƳΣ ƭǳō ǇƻǎƱǳƎǳƧŜƳȅ ǎƛť ǘŀōƭƛŎŀ 

ƛƴǘŜǊŀƪǘȅǿƴŊΦ ²ƽǿŎȊŀǎ ƳƻȍŜƳȅΥ 

¶ ƪƻƴǘǊƻƭƻǿŀŏ ŀƪǘȅǿƴƻǏŏ ǳŎȊƴƛƽǿ ƛ ǎƪǳǇƛŜƴƛŜ ƛŎƘ ǳǿŀƎƛ ƴŀŘ ǇǊƻōƭŜƳŜƳΣ 

¶ ǇƻǊǳǎȊŀŏ ǎƛť Ǉƻ ƪƭŀǎƛŜ ƛ ǊƻȊƳŀǿƛŀŏ ǿ ŘƻǿƻƭƴȅƳ ƳƻƳŜƴŎƛŜ ƛƴŘȅǿƛdualnie  

z dowolnym uczniem, 

¶ ƧŜŘŜƴ Ȋ ǳŎȊƴƛƽǿ ƻōǎƱǳƎǳƧŜ ƪƻƳǇǳǘŜǊ ǇƻǊǳǎȊŀƧŊŎ ƴŀ ǇƻƭŜŎŜƴƛŜ ƴŀǳŎȊȅŎƛŜƭŀ 

ƻŘǇƻǿƛŜŘƴƛƳƛ ŜƭŜƳŜƴǘŀƳƛ ƪƻƴǎǘǊǳƪŎƧƛ DŜƻDŜōǊȅΣ ŀ ǇƻȊƻǎǘŀƭƛ ƻōǎŜǊǿǳƧŊΣ Ŏƻ ǎƛť ŘȊƛŜƧŜΣ 

ȊƳƛŜƴƛŀΣ ǇƻǊǳǎȊŀ ƴŀ ŜƪǊŀƴƛŜ ƛ ŘȅǎƪǳǘǳƧŊ ǿǎǇƽƭƴƛŜ Ȋ ƴŀǳŎȊȅŎƛŜƭŜƳΦ 

¶ potem oōǎƱǳƎť ƪƻƳǇǳǘŜǊŀ ǇǊȊŜƧƳǳƧŜ ƛƴƴȅ ǳŎȊŜƵΣ ōȅ ǳŀƪǘȅǿƴƛŏ ǇƻȊƻǎǘŀƱȅŎƘ ǳŎȊƴƛƽǿ ŀ 

ƴŀǳŎȊȅŎƛŜƭ ƴŀŘŀƭ ƪƻƴǘȅƴǳǳƧŜ ǘƻ Ŏƻ ƴŀȊȅǿŀƳȅ αǇǊƻōƭŜƳ ǎƻƭǾƛƴƎέΦ 

/ŜƭŜ ƭŜƪŎƧƛ ǎǳƎŜǊǳƧŊ ƴŀǳŎȊȅŎƛŜƭƻǿƛ ȊŀǎǘƻǎƻǿŀƴƛŜ ƻŘǇƻǿƛŜŘƴƛŜƧ ƳŜǘƻŘΦ 5ƻōƽǊ ƳŜǘƻŘ Řƻ 

ƪƻƴƪǊŜǘƴŜƧ ƭŜƪŎƧƛ ǇƻǿƛƴƛŜƴ ǿȅƴƛƪŀŏ Ȋ ǘŜƎƻ ƧŀƪƛŜ ŎŜƭŜ ōťŘŊ ƻǎƛŊƎŀƴŜ ŎȊȅ ōťŘȊƛŜ ǘƻ ƭŜƪŎƧŀ Σ ƴŀ 

ƪǘƽǊŜƧ ƴŀǳŎȊȅŎƛŜƭ ǿǇǊƻǿŀŘȊŀ ƴƻǿŜ ǘǊŜǏŎƛΣ ƭŜƪŎƧŀ ŏǿƛŎȊŜƴƛƻǿŀΣ ǇƻǿǘƽǊȊŜƴƛƻǿŀΣ ŎȊȅ ǘŜȍ ƭŜƪŎƧŀ 

ǇǊȊŜȊƴŀŎȊƻƴŀ ƴŀ ǎǇǊŀǿŘȊŀƴƛŜ ǿƛŀŘƻƳƻǏŎƛ ƛ ǳƳƛŜƧťǘƴƻǏŎƛ ǳŎȊƴƛƽǿΦ bƛŜƧŜŘƴƻƪǊƻǘƴƛŜ ƴŀ ƧŜŘƴŜƧ 

lekcji ǿȅǎǘŊǇƛŊ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ǘŜ ŜƭŜƳŜƴǘȅΣ ǿƽǿŎȊŀǎ ǿ ƪŀȍŘŜƧ ŎȊťǏŎƛ ƴŀǳŎȊȅŎƛŜƭ ƳƻȍŜ ǎǘƻǎƻǿŀŏ 

ǊƽȍƴŜ ƳŜǘƻŘȅ ƴŀǳŎȊŀƴƛŀΦ ²ŀǊǘƻ ǇŀƳƛťǘŀŏ ƻ ǘȅƳΣ ȍŜ ƪŀȍŘŀ ƳŜǘƻŘŀ ƳƻȍŜ ȊŀǿƛŜǊŀŏ ŜƭŜƳŜƴǘȅ 

innej metody. tǊƻǇƻƴǳƧŜƳȅ ȊŀǎǘƻǎƻǿŀƴƛŜ ƳŜǘƻŘ ƴŀǳŎȊŀƴƛŀ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪƛ ȊŀǇǊƻǇƻƴƻǿŀƴŊ ǿƎΦ 

W. Nowaka. 
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Metody nauczania matematyki 

Metody 
 

tƻŘŀƧŊŎŜ tƻǎȊǳƪǳƧŊŎŜ-
problemowe 

9ƪǎǇƻƴǳƧŊŎŜ Praktyczne 

²ȅƧŀǏƴƛŜƴƛŜ 
opowiadanie 
ǿȅƪƱŀŘ 
 

Ustne podanie 
ƳŀǘŜǊƛŀƱǳ ǇǊȊŜȊ 
nauczyciela 
 

²ȅƪƱŀŘ ǇǊƻōƭŜƳƻǿȅ 
όŘƛŀƭƻƎ ǿŜǿƴťǘǊȊƴȅΣ 
ǊƻȊǿƛƧŀƧŊŎȅ ǇǊƻōƭŜƳ 
przed uczniem) 

²ȅƪƱŀŘ ǳƪŀȊǳƧŊŎȅ 
Ǉƛťƪno matematyki, 
ƛƴǘŜǊŜǎǳƧŊŎŜ 
problemy i 
zastosowania 
 

²ȅƪƱŀŘ ǇƻƱŊŎȊƻƴȅ 
z elementami 
samodzielnego 
zapisu i 
ǊƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛŜ 
ȊŀŘŀƵ 
wg instrukcji 

Pogadanka 
dyskusja 
 

hōƧŀǏƴƛŜƴƛŜ 
nowego 
ƳŀǘŜǊƛŀƱǳ Ȋŀ 
ǇƻƳƻŎŊ 
ǇȅǘŀƵ Ȋ 
wykorzystaniem 
wiedzy ucznia 

Pogadanka 
heurystyczna, 
poprzedzona 
ǿȅǎǳƴƛťŎƛŜƳ 
problemu 
Řƻ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ 
 

Dyskusja na temat 
ǊƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛŀ 
ƛƴǘŜǊŜǎǳƧŊŎȅŎƘ 
ǇǊƻōƭŜƳƽǿ Ȋ 
literatury 
ǳȊǳǇŜƱƴƛŀƧŊŎŜƧ 
 

²ȅƪƱŀŘ ǇƻƱŊŎȊƻƴȅ 
z elementami 
samodzielnego 
zapisu i 
ǊƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛŜ 
ȊŀŘŀƵ 
wg instrukcji 

Praca z 
ǇƻŘǊťŎȊƴƛƪƛŜƳ 
 

Pokaz filmu 
 

Pogadanka 
heurystyczna, 
poprzedzona 
ǿȅǎǳƴƛťŎƛŜƳ 
problemu 
Řƻ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ 

Referat ucznia 
ǳǿȊƎƭťŘƴƛŀƧŊŎȅ 
ƭƛǘŜǊŀǘǳǊť ǇƻǇǳƭŀǊƴƻ - 
ƴŀǳƪƻǿŊ 

bƻǘƻǿŀƴƛŜ ǘǊŜǏŎƛ 
podstawowych, 
ǊƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛŜ 
ȊŀŘŀƵ 
Ȋ ǇƻŘǊťŎȊƴƛƪŀ 

Pokaz 
obserwacja 
 

Pokaz filmu 
 

tƻƪŀȊ ǇƻƱŊŎȊƻƴȅ Ȋ 
ƻōǎŜǊǿŀŎƧŊΣ ǿ ŎŜƭǳ 
ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ 
problemu 

Referat ucznia 
ǳǿȊƎƭťŘƴƛŀƧŊŎȅ 
ƭƛǘŜǊŀǘǳǊť ǇƻǇǳƭŀǊƴƻ - 
ƴŀǳƪƻǿŊ 
 

Referat ucznia 
ǳǿȊƎƭťŘƴƛŀƧŊŎȅ 
ƭƛǘŜǊŀǘǳǊť 
popularno - 
ƴŀǳƪƻǿŊ 

 

²ȅōƽǊ ƳŜǘƻŘ ƴŀǳŎȊŀƴƛŀ ǇƻȊƻǎǘŀǿƛŀƳȅ ƴŀǳŎȊȅŎƛŜƭƻǿƛΣ ƴƛŜƳƴƛŜƧ ƧŜŘƴŀƪ ǿ ǊŜŀƭƛȊŀŎƧƛ ǘŜƎƻ 

programǳ ǇǊƻǇƻƴǳƧŜƳȅ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎŜ ƳŜǘƻŘȅΥ 

¶ metoda eƪǎǇƻƴǳƧŊŎŀ - wȅƪƱŀŘ ǳƪŀȊǳƧŊŎȅ Ǉƛťƪƴƻ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪƛΣ ƛƴǘŜǊŜǎǳƧŊŎŜ ǇǊƻōƭŜƳȅ ƛ 

zastosowania; 

¶ ƳŜǘƻŘŀ ǇƻŘŀƧŊŎŀ ς pokaz filmu; 

¶ ƳŜǘƻŘŀ ǇƻǎȊǳƪǳƧŊŎŀ - problemowa - pƻƪŀȊ ǇƻƱŊŎȊƻƴȅ Ȋ ƻōǎŜǊǿŀŎƧŊΣ ǿ ŎŜƭǳ 

ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ ǇǊƻōƭŜƳǳ. 

 

DoŘŀǘƪƻǿƻ ǊŜƪƻƳŜƴŘǳƧŜƳȅ ǳȍȅǿŀƴƛŜ DŜƻDŜōǊȅ ς darmowego oprogramowania 

ǿǎǇƻƳŀƎŀƧŊŎŜƎƻ ƴŀǳŎȊŀƴƛŜ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪƛΦ DŜƻDŜōǊť Ƴƻȍƴŀ Ȋŀǎǘƻǎƻǿŀŏ ǿŜ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ 

ŘȊƛŀƱŀŎƘ ǿȅǎǘťǇǳƧŊŎȅŎƘ ǿ ƴŀǳŎȊŀƴƛǳ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪƛ ƴŀ ǇƻȊƛƻƳƛŜ ǎȊƪƻƱȅ ǏǊŜŘƴƛŜƧΦ bŀ ǳǿŀƎť 

ȊŀǎƱǳƎǳƧŜ ƴŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ȊŀǎǘƻǎƻǿŀƴƛŜ DŜƻDŜōǊȅ ŘƻΥ ōŀŘŀƴƛŀ ǿƱŀǎƴƻǏŎƛ ŦǳƴƪŎƧƛ όǿ ǘȅƳ ŦǳƴƪŎƧƛ 

ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƧύΣύΣ ǊƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛŀ ȊŀŘŀƵ Ȋ ƎŜƻƳŜǘǊƛƛ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƴŜƧΦ ½ŀǎǘƻǎƻǿŀƴƛŜ 

DŜƻDŜōǊȅ ƻŘōȅǿŀŏ ǎƛť ƳƻȍŜ ƴŀ ƪƛƭƪǳ ǇƻȊƛƻƳŀŎƘΥ  
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¶ prezentacja ς Ȋŀ ǇƻƳƻŎŊ ƪƻƳǇǳǘŜǊŀ ƛ rzutnika nauczyciel prezentuje uczniom 

przygotowany ǿŎȊŜǏƴƛŜƧ όǎǘŀǘȅŎȊƴȅύ ǇƻƪŀȊΤ 

¶ prezentacja interaktywna ς nauczyciel prezentuje uczniom dynamiczny pokaz 

(interaktywne aplety); 

¶ ǇǊŜȊŜƴǘŀŎƧŀ ƛƴǘŜǊŀƪǘȅǿƴŀ Ȋ ǳŘȊƛŀƱŜƳ ǳŎȊƴƛƽǿ ς nauczyciel prezentuje uczniom 

dynamiczny pokaz (interaktywne aplety) na tablicy (multimedialnej), w prezentacji 

ōƛƻǊŊ tŜȍ ǳŘȊƛŀƱ ǿȅōǊŀƴƛ ǳŎȊƴƛƻǿƛŜΤ  

¶ ȊŀƧťŎƛŀ ǿ ǇǊŀŎƻǿƴƛ ƪƻƳǇǳǘŜǊƻǿŜƧ ς ƪŀȍŘȅ ǳŎȊŜƵ ǇǊŀŎǳƧŜ indywidualnie przy 

komputerze. 

 

Monitorowanie osiągnięć uczniów 
 

YƻƴǘǊƻƭƻǿŀƴƛŜ ƛ ƻŎŜƴƛŀƴƛŜ ǳŎȊƴƛƽǿ Ǉƻǿƛƴƴƻ ōȅŏ ǎǇƽƧƴŜ Ȋ ǘȅƳΣ Ŏƻ ōȅƱƻ ǇǊȊŜŘƳƛƻǘŜƳ 

ƴŀǳŎȊŀƴƛŀΦ tǊƻǇƻƴǳƧŜƳȅ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎȅ ǎȅǎǘŜƳ ƻŎŜƴƛŀƴƛŀΥ 

¶ ƪǊƽǘƪƛŜ ǎǇǊŀǿŘȊƛŀƴȅ ς ƳƻƎŊ ōȅŏ ƴƛŜȊŀǇƻǿƛŜŘȊƛŀƴŜΣ Ȋ нςо ƻǎǘŀǘƴƛŎƘ ǘŜƳŀǘƽǿΣ сς8 

ǎǇǊŀǿŘȊƛŀƴƽǿ ǿ ǘǊŀƪŎƛŜ ǎŜƳŜǎǘǊǳ 

¶ tǊŀŎŜ ƪƭŀǎƻǿŜ ƻǊŀȊ ǘŜǎǘȅ ƻŎŜƴƛŀƴŜ ǎŊ ǿ ǎƪŀƭƛ мς6, wg skali procentowej. 

 

Ocena Skala 

niedostateczny   0% do 39% 

ŘƻǇǳǎȊŎȊŀƧŊŎȅ  40% do 49% 

dostateczny  50% do 74% 

dobry 75% do 90% 

bardzo dobry           91% do 100% 

ŎŜƭǳƧŊŎȅ ocena        bardzo dobry + zadanie dodatkowe 

              

 

¶ ² ŎȊŀǎƛŜ ǎŜƳŜǎǘǊǳ ǎǘŀǿƛŀƴŜ ƳƻƎŊ ōȅŏ ǊƽǿƴƛŜȍ Ǉƭǳǎȅ ƛ ƳƛƴǳǎȅΦ ¢ǊȊȅ Ǉƭǳǎȅ ŘŀƧŊ ƻŎŜƴť 

ōŀǊŘȊƻ ŘƻōǊŊΣ ǘǊȊȅ Ƴƛƴǳǎȅ ς ƻŎŜƴť ƴƛŜŘƻǎǘŀǘŜŎȊƴŊΦ tƭǳǎŀƳƛ ƛ ƳƛƴǳǎŀƳƛ ƻŎŜƴƛŀƴŜ ƳƻƎŊ 

ōȅŏΥ ǇǊŀŎŀ ǳŎȊƴƛŀ ƴŀ ƭŜƪŎƧƛΣ ǇǊŀŎŜ ŘƻƳƻǿŜΣ ȊŀŘŀƴƛŀ ŘƻŘŀǘƪƻǿŜΦ 

Ewaluacja programu 

Celem ewaluacji jest uzyskanie informacji zwǊƻǘƴŜƧ ƻŘ ǳŎȊƴƛƽǿ ƴŀ ǘŜƳŀǘΥ 

¶ ǘǊŜǏŎƛ ǇǊƻƎǊŀƳǳ όƻ ƛƭŜ ǿȊǊƻǎƱŀ ǿƛŜŘȊŀ ƻ ŘŀƴȅƳ ȊŀƎŀŘƴƛŜƴƛǳΤ ŎȊȅ ǘǊŜǏŎƛ ǇƻƳƻƎƱȅ 
ȊǊƻȊǳƳƛŜŏ ǇǊƻōƭŜƳΤ ŎȊȅ ȊŀƪǊŜǎ ǘǊŜǏŎƛ ƻƪŀȊŀƱ ǎƛť ǿȅǎǘŀǊŎȊŀƧŊŎȅύΤ 

¶ ŦƻǊƳ ǇǊŀŎȅ όƛŎƘ ŀǘǊŀƪŎȅƧƴƻǏŎƛΣ ǿǇƱȅǿǳ ƴŀ ŀƪǘȅǿƴƻǏŏ ǇƻŘŎȊŀǎ ȊŀƧťŏύΤ  

¶ metod pracy (czy bȅƱȅ ŀǘǊŀƪŎȅƧƴŜύΤ 
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¶ Ǉƻǎǘŀǿ όŎȊȅ ǇǊƻƎǊŀƳ ƳƛŀƱ ǿǇƱȅǿ ƴŀ Ǉƻǎǘŀǿȅ ƻŘōƛƻǊŎƽǿΣ Ƨŀƪƛ ōȅƱ ǿǇƱȅǿ ǇǊƻƎǊŀƳǳ ƴŀ 
Ǉƻǎǘŀǿȅ ƻŘōƛƻǊŎƽǿύΦ 

 

tǊƻǇƻƴǳƧŜ ǎƛťΣ ōȅ ŜǿŀƭǳŀŎƧŀ ȊƻǎǘŀƱŀ ǇǊȊŜǇǊƻǿŀŘȊƻƴŀ ǿ ŦƻǊƳƛŜ ŀƴƪƛŜǘȅ ǎƪƛŜǊƻǿŀƴŜƧ Řƻ ǳŎȊƴƛŀΦ 

²ƴƛƻǎƪƛ ǇƱȅƴŊŎŜ Ȋ ŀƴƪƛŜǘȅ ǿȅƪƻǊȊȅǎǘŀƴŜ ȊƻǎǘŀƴŊ w toku dalszej pracy dydaktycznej. 

Materiał dydaktyczny 
Zajęcia 1 
 

Temat: CO TO JEST PARABOLA? 

 

¦ŎȊƴƛƻǿƛŜ ǇƻȊƴŀƧŊŎ ŦǳƴƪŎƧť ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŊ ƴƛŜ ƳŀƧŊ ƻƪŀȊƧƛ ǎǇƻƧǊȊŜŏ ƴŀ ƴƛŊ Ƨŀƪ ƴŀ ƻōƛŜƪǘ 

geometryczny Sama funkcja nie stanowi takiego obiektu, ale jej wykres ucznioǿƛŜ ƴŀȊȅǿŀƧŊ 

ǇŀǊŀōƻƭŊ ƛ ƻŎȊȅǿƛǎǘȅƳ ƧŜǎǘ ŦŀƪǘΣ ȍŜ Ǉƻǿƛƴƴƛ ŘƻǿƛŜŘȊƛŜŏ ǎƛť ŎȊȅƳ ƧŜǎǘ ǇŀǊŀōƻƭŀΣ ǎƪƻǊƻ ǳȍȅǿŀƧŊ 

ǘŜƎƻ ǎƱƻǿŀΦ hǘǿƽǊȊƳȅ Ǉƭƛƪ [h лм ǇŀǊŀōƻƭŀΦƎƎō 

 

½ŀŎȊƴƛƧƳȅ ƭŜƪŎƧť ƻŘ ȊŀŘŀƴƛŀ ƪƻƴǎǘǊǳƪŎȅƧƴŜƎƻΥ 

5ŀƴŜ ǎŊ ǇǊƻǎǘŀ ƪ ƛ Ǉǳƴƪǘ C ƴƛŜ ƴŀƭŜȍŊŎȅ Řƻ ǘŜƧ ǇǊƻǎǘŜƧΦ bŀƭŜȍȅ ǎƪƻƴǎǘǊǳƻǿŀŏ Ŏƻ ƴŀƧƳƴƛŜƧ 

ŎȊǘŜǊȅ Ǉǳƴƪǘȅ ƪǘƽǊŜ ǎŊ ǘŀƪ ƻŘƭŜƎƱŜ ƻŘ ǇǊƻǎǘŜƧ ƪ Ƨŀƪ ƻŘ Ǉǳƴƪǘǳ C. 

 

/ȊȅǘŜƭƴƛƪŀ ƳƻȍŜ ŘȊƛǿƛŏ ǿȅōƽǊ Ŏƻ ƴŀƧƳƴƛŜƧ ŎȊǘŜǊŜŎƘ Ǉǳƴƪǘƽǿ ǎǇŜƱƴƛŀƧŊŎȅŎƘ ǿŀǊǳƴƪƛ ȊŀŘŀƴƛŀΦ 

Dlaczego nie co najmniej trzy albo dwa punkty? 

 

hŘǇƻǿƛŜŘȋ ƧŜǎǘ ǇǊƻǎǘŀΥ  ōŀǊŘȊƛŜƧ ǎǇǊȅǘƴƛŜƧǎƛ ǳŎȊƴƛƻǿƛŜ ƳƻƎŊ ƴƛŜƳŀƭ ƴŀǘȅŎƘƳƛŀǎǘ ȊƴŀƭŜȋŏ ǘǊȊȅ 

ǘŀƪƛŜ Ǉǳƴƪǘȅ ƪǘƽǊŜ ǎŊ ǘŀƪ ǎŀƳƻ ƻŘƭŜƎƱŜ ƻŘ ǇǊƻǎǘŜƧ ƪ Ƨŀƪ ƻŘ Ǉǳƴƪǘǳ F. 

 

tƛŜǊǿǎȊȅƳ ǊȊǳŎŀƧŊŎȅƳ ǎƛť ǿ ƻŎȊȅ ǇǳƴƪǘŜƳ ƧŜǎǘ ǏǊƻŘŜƪ ƻŘŎƛƴƪŀ ƱŊŎȊŊŎŜƎƻ Ǉǳƴƪǘ F z punktem, 

ǿ ƪǘƽǊȅƳ ǇǊƻǎǘŀ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŀ Řƻ ǇǊƻǎǘŜƧ ƪ ǇǊȊŜŎƘƻŘȊŊŎŀ ǇǊȊŜȊ Ǉǳƴƪǘ F ǇǊȊŜŎƛƴŀ ǘť ǇǊƻǎǘŊ ƪ 

(rys. 1). Nazwijmy ten punkt jako SΦ WŜǎǘ ƻƴ ƴŀ ǇŜǿƴƻ ǘŀƪ ǎŀƳƻ ƻŘƭŜƎƱȅ ƻŘ F i od prostej k. 

5ǊǳƎƛƳ ƛ ǘǊȊŜŎƛƳ ǇƻǎȊǳƪƛǿŀƴȅƳ ǇǳƴƪǘŜƳ ǎŊ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƛ ŘǿƽŎƘ ƪǿŀŘǊŀǘƽǿ ȊōǳŘƻǿŀƴȅŎƘ ƴŀ 

odcinku FS. Jeden z nich jest skonstruowany w GeoGebrze w kierunku zgodnym z ruchem 

ǿǎƪŀȊƽǿŜƪ ȊŜƎŀǊŀ ς wtedy wskazujemy ²ƛŜƭƻƪŊǘ ŦƻǊŜƳƴȅ όƴŀǊȊťŘȊƛŜ пκнύ ǿǎƪŀȊǳƧŊŎ ƴŀƧǇƛŜǊǿ 

punkt F a potem SΣ ŀ ŘǊǳƎƛ ƴƛŜȊƎƻŘƴƛŜ Ȋ ǊǳŎƘŜƳ ǿǎƪŀȊƽǿŜƪ ȊŜƎŀǊŀ ς ǿƽǿŎȊŀǎ ǿǎƪŀȊǳƧŜƳȅ ǿ 

GeoGebrze najpierw punkt S a potem F ς rys 2). 
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rys. 1 

 
rys. 2 

 
rys. 3 

 

! Ƨŀƪ ȊƴŀƭŜȋŏ ŎȊǿŀǊǘȅ Ǉǳƴƪǘ ǊƽǿƴƻƻŘƭŜƎƱȅ ƻŘ F i k? 

 

² ǘŀƪƛŎƘ ǇǊƻōƭŜƳŀŎƘΣ ǿ ƪǘƽǊȅŎƘ ƧŜǎǘŜǏƳȅ ōŜȊǊŀŘƴƛΣ ŘƻƪƻƴǳƧŜƳȅ ŀƴŀƭƛȊȅ ȊŀŘŀƴƛŀ ǇǊȊȅ 

ȊŀƱƻȍŜƴƛǳΣ ȍŜ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŜ Ƨǳȍ ƧŜǎǘ ȊƴŀƴŜΦ tǊȊȅǇǳǏŏƳȅ ǿƛťŎΣ ȍŜ Ǉoszukiwany czwarty punkt jest 

Ƨǳȍ ǎƪƻƴǎǘǊǳƻǿŀƴȅΦ bŀȊǿƛƧƳȅ Ǝƻ P.  

 

½ƻōŀŎȊƳȅΣ Ŏƻ ǿȅƴƛƪŀ Ȋ ǘŜƎƻΣ ȊŜ ƧŜƎƻ ǇƻƱƻȍŜƴƛŜ ǎǇŜƱƴƛŀ ǿŀǊǳƴƪƛ ȊŀŘŀƴƛŀΦ  

 

bŀƧǇƛŜǊǿ ȊƴŀƧŘȋƳȅ ƧŜƎƻ ƻŘƭŜƎƱƻǏŏ ƻŘ ǇǊƻǎǘŜƧ kΦ aǳǎƛƳȅ ǿ ǘȅƳ ŎŜƭǳ ǇƻǇǊƻǿŀŘȊƛŏ ǇǊȊŜȊ t 

ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŊ Řƻ ǇǊƻǎǘŜƧ k. PrzeciťŎƛŜ tΩ ƻōǳ ǇǊƻǎǘȅŎƘ ǿǎƪŀȊǳƧŜ ǊȊǳǘ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅ Ǉǳƴƪǘǳ P na 

ǇǊƻǎǘŊ kΣ ȊŀǏ ttΩ ƧŜǎǘ ǎȊǳƪŀƴŊ ƻŘƭŜƎƱƻǏŎƛŊΦ 

hŘƭŜƎƱƻǏŏ Ǉǳƴƪǘǳ P od punktu F Ƴŀ ōȅŏ ǘŀƪŀ ǎŀƳŀ Ƨŀƪ ƻŘƭŜƎƱƻǏŏ ttΩ: 

μCtμ Ґ μttΩμ 

hȊƴŀŎȊŀ ǘƻΣ ȍŜ Ǉǳƴƪǘ P Ƴǳǎƛ ƭŜȍŜŏ ƴŀ ǎȅƳŜǘǊŀƭƴŜƧ Ǉǳƴƪǘƽǿ F i P'. 

 

 
 

rys. 4 

 
 

rys. 5 

 

Ale nie mamy jeszcze punktu P, lecz go szukamy. 
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Wŀƪ Ǝƻ ȊƴŀƭŜȋŏΚ  

 

 
rys. 6 

 

YƻƴǎǘǊǳƪŎƧŀ ǇƻǎȊǳƪǳƧŊŎŀ Ǉǳƴƪǘǳ P jest wykonana w konstrukcji GeoGebry w etapie 8 ς rys. 5. 

tǊȊȅŎƛǎƪƛ ƻȊƴŀŎȊƻƴŜ ǎȅƳōƻƭŀƳƛ όмύΣ όнύΣ όоύΣ όпύ ǿƱŊŎȊŀƧŊ ƪƻƭŜƧƴƻ ƪǊƻƪƛ ƪonstrukcji: 

¶ na prostej k obieramy punkt tΩ (przycisk1), 

¶ ǿȅƪǊŜǏƭƳȅ Ȋ Ǉǳƴƪ ǘǳ tΩ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŊ Ƴ Řƻ ǇǊƻǎǘŜƧ ƪ όǇǊȊȅŎƛǎƪ нύΣ ōƻ ƴŀ ƴƛŜƧ ƭŜȍȅ 

poszukiwany punkt P, 

¶ ƪƻƴǎǘǊǳǳƧŜƳȅ ǎȅƳŜǘǊŀƭƴŊ Ǉǳƴƪǘƽǿ F oraz P' (przycisk 3), 

¶ ǿ ǇǊȊŜŎƛťŎƛǳ ǎȅƳŜǘǊŀƭƴŜƧ Ȋ ǇǊƻǎǘŊ Ƴ ƻǘǊȊȅƳǳjemy poszukiwany punkt P (przycisk 4). 

LƴǘŜǊŜǎǳƧŊŎȅ ƧŜǎǘ ƪǎȊǘŀƱǘ ƪǊȊȅǿŜƧΣ ƧŀƪŊ ǿȅƪǊŜǏƭŀ Ǉǳƴƪǘ P ǿ ǘǊŀƪŎƛŜ ǇƻǊǳǎȊŀƴƛŀ Ǉǳƴƪǘǳ tΩ Ǉƻ 

ǇǊƻǎǘŜƧ ƪΦ ² ǘȅƳ ŎŜƭǳ ǿƱŊŎȊŀƳȅ ǏƭŀŘ Ǉǳƴƪǘǳ P ȊƛŜƭƻƴȅƳ ǇǊȊȅŎƛǎƪƛŜƳ α|[!5έΦ aƻȍŜƳȅ Ǝƻ 

ǿȅƱŊŎȊȅŏ ŘǊǳƎƛƳ ǇǊȊȅŎƛǎƪƛŜƳΦ  

YǊȊȅǿŀ ƧŀƪŊ ȊŀƪǊŜǏƭŀ Ǉǳƴƪǘ P to parabola.  Punkt F ƴƻǎƛ ƴŀȊǿť ogniska tej paraboli όŦƻŎǳǎύ ȊŀǏ 

prosta k to tzw. kierownica paraboli. 

Zatem:  

Definicja  

tŀǊŀōƻƭŀ ƧŜǎǘ ȊōƛƻǊŜƳ Ǉǳƴƪǘƽǿ ƧŜŘƴŀƪƻǿƻ ƻŘƭŜƎƱȅŎƘ ƻŘ ǇŜǿƴŜƧ ǇǊƻǎǘŜƧ ȊǿŀƴŜƧ ƪƛŜǊƻǿƴƛŎŊ 

i od punktu zwanego ogniskiem tej paraboli.  

 

Na kolejnej lekcji przechodzimy do funkcji kwadratowej i jej wykresu. Uczniowie najpierw 

Ǉƻǿƛƴƴƛ ǇƻȊƴŀŏ ŦǳƴƪŎƧť ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŊ ȊŀŘŀƴŊ ǿȊƻǊŜƳ f(x) = ax2 
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Gdy uczniowie Ƨǳȍ ǿƛŜŘȊŊΣ ȊŜ ƧŜƧ ǿȅƪǊŜǎŜƳ ƧŜǎǘ ƪǊȊȅǿŀΣ ƪǘƽǊŊ ƴŀȊȅǿŀƧŊ ǇŀǊŀōƻƭŊΣ ǇƻƪŀȍŜƳȅ 

im ȍŜ ŦŀƪǘȅŎȊƴƛŜ Ƴŀ ƻƴŀ ǿƱŀǎƴƻǏŎƛ ǇƻȊƴŀƴŜ ƴŀ ǇƻǇǊȊŜŘƴƛŜƧ ƭŜƪŎƧƛΦ 

 

DŜƻDŜōǊŀ ǇƻȊǿŀƭŀ ƪǊŜǏƭƛŏ ƪǊȊȅǿŜ ƴƛŜ ǘȅƭƪƻ Ƨŀƪƻ ǏƭŀŘ ƧŀƪƛŜƎƻǏ Ǉǳƴƪǘǳ ŀƭŜ ǊƽǿƴƛŜȍ Ƨŀƪƻ ƳƛŜƧǎŎŀ 

ƎŜƻƳŜǘǊȅŎȊƴŜƎƻ ǘŜƎƻ Ǉǳƴƪǘǳ ǘǿƻǊȊƻƴŜƎƻ ǇǊȊŜȊ ǊǳŎƘ ƛƴƴŜƎƻ ǇǳƴƪǘǳΣ ƪǘƽǊȅ ǇƻǿƻŘǳƧŜ 

ǇƻǊǳǎȊŀƴƛŜ ǎƛť ǘŜƎƻ punktu. 

 

²ȅƪƻƴŀƧƳȅ ǿ ǘȅƳ ŎŜƭǳ ǇƻǿǘƽǊƴƛŜ ƪƻƴǎǘǊǳƪŎƧŜ ǇŀǊŀōƻƭƛ ŀƭŜ ǘŀƪΣ ōȅ Ƴƻȍƴŀ ōȅƱƻ ȊƳƛŜƴƛŀŏ 

ǇƻƱƻȍŜƴƛŜ ƧŜƧ ƻƎƴƛǎƪŀ ǿȊƎƭťŘŜƳ ƪƛŜǊƻǿƴƛŎȅΦ 

 

wȅǎǳƴŜƪ с ƛƭǳǎǘǊǳƧŜ ȊōƛƽǊ ǇŀǊŀōƻƭ ǿ ƪǘƽǊȅŎƘ ƻŘƭŜƎƱƻǏŏ ƳƛťŘȊȅ ƻƎƴƛǎƪƛŜƳ F ŀ ƪƛŜǊƻǿƴƛŎŊ k 

ȊƳƴƛŜƧǎȊŀƱŀ ǎƛťΦ ²ƛŘŀŏΣ ȍŜ ƛƳ ƻgnisko F ȊƴŀƧŘǳƧŜ ǎƛť ōƭƛȍŜƧ ǇǊƻǎǘŜƧ k, tym parabola przyjmuje 

ǿťȍǎȊȅ ƪǎȊǘŀƱǘΦ aƽǿƛƳȅ Σ ȍŜ ƎŀƱťȊƛŜ ǇŀǊŀōƻƭƛ ǎŊ ǿťȍǎȊŜΦ 

 

 
 

rys. 7 

 
 

rys. 8 

²ŀǊǘƻ ƧŜǎȊŎȊŜ ȊŀǳǿŀȍȅŏΣ ȍŜ ǇǊƻǎǘŜ ǊƻŘȊƛƴȅ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ǎȅƳŜǘǊŀƭƴȅŎƘ Řƭŀ Ǉǳƴƪǘƽǿ F i tΩ ǳƪƱŀŘŀƧŊ 

ǎƛť ǘŀƪΣ ȍŜ ƪŀȍŘŀ Ȋ ƴƛŎƘ ƧŜǎǘ ǎǘȅŎȊƴŀ Řƻ ǇŀǊŀōƻƭƛΦ aƽǿƛƳȅΣ ȍŜ ƻōǿƛŜŘƴƛŊ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ tych 

symetralnych jest parabola.  

 

Zajęcia 2 
Temat: ²_!{bh|/L L ½!{¢h{h²!bL9 t!w!.h[L 
 
hǘǿƽǊȊƳȅ Ǉƭƛƪ [h лн ǿƱŀǎƴƻǏŎƛ ǇŀǊŀōƻƭƛΦƎƎō 

 

tŀǊŀōƻƭŀ ƧŜǎǘ ƻōƛŜƪǘŜƳ ƎŜƻƳŜǘǊȅŎȊƴȅƳΣ ƪǘƽǊȅ Ƴŀ ƴƛŜǘǳȊƛƴƪƻǿŜ Ȋŀǎtosowanie w technice 

ǊŀŘŀǊƻǿŜƧΣ ǘŜƭŜǿƛȊȅƧƴŜƧ ƛ ǿ ƻǇǘȅŎŜΦ L ǘƻ ǿǎȊȅǎǘƪƻ ŘȊƛťƪƛ ƧŜŘƴŜƧ ǘȅƭƪƻ ǿƱŀǎƴƻǏŎƛ ǇŀǊŀōƻƭƛΦ 

hŘƪǊȅƧƳȅ ƧŊΦ  

 

Odbijmy ognisko F ǿ ǎȅƳŜǘǊƛƛ ǿȊƎƭťŘŜƳ ƴƻǊƳŀƭƴŜƧ Řƻ ǇŀǊŀōƻƭƛΦ hǘǊȊȅƳŀƳȅ Ǉǳƴƪǘ F'. 
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DŘȊƛŜ ƭŜȍȅ Ǉǳƴƪǘ F'Κ tƻǇǊƻǿŀŘȋƳȅ ǇƽƱǇǊƻǎǘŊ PF'. UǘǿƽǊȊƳȅ ǇƽƱǇǊƻǎǘŊ PF'. 

Wŀƪƛ ƪŊǘ ǘǿƻǊȊȅ ƴƻǊƳŀƭƴŀ Ȋ ǿŜƪǘƻǊŜƳ FP ŀ Ƨŀƪƛ Ȋ ǇƽƱǇǊƻǎǘŊ PF' ς rys. 8. 

 

hƪŀȊǳƧŜ ǎƛťΣ ȍŜ ǿƛŊȊƪŀ ǏǿƛŀǘƱŀ ōƛŜƎƴŊŎŀ Ȋ ƻƎƴƛǎƪŀ F ƻŘōƛƧŀƧŊŎ ǎƛť ƻŘ ǇŀǊŀōƻƭƛ ǿ ǇǳƴƪŎƛŜ P 

ōƛŜƎƴƛŜ ŘŀƭŜƧ ǿȊŘƱǳȍ ǇƽƱǇǊƻǎǘŜƧ PF'. L ƴŀ ƻŘǿǊƽǘΥ ǏǿƛŀǘƱƻ ōƛŜƎƴŊŎŜ Ǌƽǿnolegle do osi paraboli 

czyli od F' do P Ǉƻ ƻŘōƛŎƛǳ ǎƛť ƻŘ ǇŀǊŀōƻƭƛ ōƛŜƎƴƛŜ Řƻ ƧŜƧ ƻƎƴƛǎƪŀΦ 

 

/Ȋȅƭƛ ŎŀƱŀ ŜƴŜǊƎƛŀ ǏǿƛŀǘƱŀ ǇŀŘŀƧŊŎ ǊƽǿƴƻƭŜƎƭŜ ƴŀ ƭǳǎǘǊƻ ǇŀǊŀōƻƭƛŎȊƴŜ ǎƪǳǇƛŀ ǎƛť ǿ ƧŜƧ 

ƻƎƴƛǎƪǳΦ [ǳǎǘǊƻ ǇŀǊŀōƻƭƛŎȊƴŜ ǘƻ ƻŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ƻōƛŜƪǘ ǘǊƽƧǿȅƳƛŀǊƻǿȅ ǇƻǿǎǘŀƱȅ Ȋ ƻōrotu paraboli 

ǿƻƪƽƱ ƧŜƧ ƻǎƛΦ 

 

 
rys. 9 

 

5ƻǎǘǊȊŜȍƻƴŜ ǿƱŀǎƴƻǏŎƛ Ȋƴŀƭƛ Ƨǳȍ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎȅ {ǘŀǊƻȍȅǘƴƻǏŎƛΦ LǎǘƴƛŜƧŜ ƭŜƎŜƴŘŀΣ ƪǘƽǊŀ ƎƱƻǎƛΣ ȍŜ 

!ǊŎƘƳŜŘŜǎ ŘȊƛťƪƛ ǘŜƧ ǿƱŀǎƴƻǏŎƛ ōǊƻƴƛŊŎ {ȅǊŀƪǳȊȅ ǇƻǘǊŀŦƛƱ ǎǇŀƭƛŏ ƻƪǊťǘȅ aŀǊŎŜƭƭǳǎŀΦ  

.ȅƱƻ ǘƻ ǇŀǊŀōƻƭƛŎȊƴŜ ƭǳǎǘǊƻ ƻ ŘǳȍŜƧ ǇƻǿƛŜǊȊŎƘƴƛ ōŊŘȋ ƪƛƭƪŀƴŀǏŎƛŜ ƳƴƛŜƧǎȊȅŎƘ ƭǳǎǘŜǊΣ ƪǘƽǊŜ 

ƻŘōƛƧŀƱȅ ǇǊƻƳƛŜƴƛŜ ǎƱƻƴŜŎȊƴŜ ƛ ǎƪǳǇƛŀƱȅ ƧŜ ƴŀ ƻŘƭŜƎƱȅƳ ƻ ƪƛƭƪŀŘȊƛŜǎƛŊǘ ƳŜǘǊƽǿ punkcie. Odbita 

ŜƴŜǊƎƛŀ ǎƱƻƴŜŎȊƴŀ ǎƪǳǇƛƻƴŀ ƴŀ ƪŀŘƱǳōŀŎƘ ŘǊŜǿƴƛŀƴȅŎƘ ǎǘŀǘƪƽǿΣ ǇƻŘ ǿǇƱȅǿŜƳ ǘŜƳǇŜǊŀǘǳǊȅΣ 

ǇƻǿƻŘƻǿŀƱŀ ƛŎƘ ȊŀǇƱƻƴ 

 

5ƻ ŘȊƛǏ ǏǊƻŘƻǿƛǎƪŀ ƴŀǳƪƻǿŜ ǎŊ ǇƻŘȊƛŜƭƻƴŜ ƻŘƴƻǏƴƛŜ ƪǿŜǎǘƛƛ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀ ǇƻŘŀƵ ƻ 

lustrze Archimedesa 

 

Sprawdzano lustro Archimedesa trzykrotnie. Trzeci raz na wniosek Baracka ObamyΦ /ƘƻŎƛŀȍ 

ǇǊƻǿŀŘȊŊŎȅ Ȋŀǎǘƻǎƻǿŀƭƛ ǎƛť Řƻ ǿƛŜƭǳ ǎǳƎŜǎǘƛƛ ƛ ƻŘǘǿŀǊȊŀƭƛ ǇƻŎȊȅƴŀƴƛŀ wȊȅƳƛŀƴ ǿ ŘƻƪƱŀŘƴȅ 

ǎǇƻǎƽōΣ Ƴƛǘ Ȋŀ ƪŀȍŘȅƳ ǊŀȊŜƳ ȊƻǎǘŀƱ ƻōŀƭŀƴȅΦ James Hyneman ǿȅǎǳƴŊƱ ǘŜȊťΣ ȍŜ !ǊŎƘƛƳŜŘŜǎ Ǉƻ 

prostu chciŀƱ ƻǏƭŜǇƛŏ ǿǊƻƎƽǿΣ ŀōȅ ƴƛŜ ǎǇƻǎǘǊȊŜƎƭi prawdziwych machin wojennych. Na tej 

ǎŀƳŜƧ ȊŀǎŀŘȊƛŜ ŀƴǘŜƴȅ ǎŀǘŜƭƛǘŀǊƴŜ ƛ ǊŀŘŀǊȅ ǎƪǳǇƛŀƧŊ ƻŘŜōǊŀƴŜ  ǎȅƎƴŀƱȅ ƛ ǎƪǳǇƛŀƧŊ ƧŜ ǿ ƻƎƴƛǎƪǳ 

ǇŀǊŀōƻƭƛŎȊƴȅŎƘ ŀƴǘŜƴΣ ƎŘȊƛŜ ƳƻƴǘǳƧŜ ǎƛť ƻŘōƛƻǊƴƛƪ ǘȅŎƘ ǎȅƎƴŀƱƽǿΦ 

 

https://pl.wikipedia.org/wiki/Metr
https://pl.wikipedia.org/wiki/Energetyka_s%C5%82oneczna
https://pl.wikipedia.org/wiki/Archimedes
https://pl.wikipedia.org/wiki/Barack_Obama
https://pl.wikipedia.org/wiki/James_Hyneman
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Zajęcia 3 
Temat: PARABOLA A FUNKCJA KWADRATOWA 
tŀǊŀōƻƭť ǇƻȊƴŀƧŜƳȅ ƧŜǎȊŎȊŜ ƴŀ ƭŜƪŎƧŀŎƘ ŀƭƎŜōǊȅΣ ǎǇƻƎƭŊŘŀƧŊŎ ƴŀ ƴƛŊ ƻŘ ǎǘǊƻƴȅ ǊŀŎƘǳƴƪƻǿŜƧ -  

ƳƛŜƧǎŎŀ ȊŜǊƻǿŜΣ ƳŀƪǎƛƳŀ ƛ ƳƛƴƛƳŀΣ ƳƻƴƻǘƻƴƛŎȊƴƻǏŏ ƛǘŘΦ 

 

 
rys. 10 

{ǇǊŀǿŘȋƳȅ ǿ ƧŀƪƛŜƧ ǊŜƭŀŎƧƛ ǇƻȊƻǎǘŀƧŜ ǇƻȊƴŀƴŀ ǇŀǊŀōƻƭŀ Řƻ ǇŀǊŀōƻƭƛ ōťŘŊŎej wykresem funkcji 

kwadratowej. 

5Ȋƛťƪƛ ǇǊƻƎǊŀƳƻǿƛ DŜƻDŜōǊŀ ƳƻȍŜƳȅ Řƻƪƻƴŀŏ ǿȅƪǊŜǎǳ ŦǳƴƪŎƧƛ f(x) = ax2 Řƭŀ ȊƳƛŜƴƛŀƧŊŎŜƎƻ 

ǎƛť ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪŀ αaέΣ ƪǘƽǊȅ ǘŜǊŀȊ ōťŘȊƛŜ ƻŘƎǊȅǿŀƱ Ǌƻƭť ǇŀǊŀƳŜǘǊǳΦ 

hǘǿƽǊȊƳȅ Ǉƭƛƪ [h ло ŦǳƴƪŎƧŀ ƪǿŀŘǊŀǘΦƎƎō 

hǘƻ Ǉƭŀƴ ƴŀǎȊȅŎƘ ōŀŘŀƵΥ  

¶ wykrŜǏƭƳȅ ǇƻƴƻǿƴƛŜ ǇŀǊŀōƻƭť ƻ ƪƛŜǊƻǿƴƛŎȅ k i ogniskowej F, 

¶ ǿǇǊƻǿŀŘȋƳȅ ǳƪƱŀŘ ǿǎǇƽƱǊȊťŘƴȅŎƘ ƪŀǊǘŜȊƧŀƵǎƪƛŎƘ ƛ ŘƻōƛŜǊȊƳȅ ǘŀƪ ǇƻƱƻȍŜƴƛŜ 

ƪƛŜǊƻǿƴƛŎȅΣ ŀōȅ ōȅƱŀ ƻƴŀ ǊƽǿƴƻƭŜƎƱŀ Řƻ ƻǎƛ OX ȊŀǏ ƻƎƴƛǎƪƻ ƭŜȍŀƱƻ ƴŀ ƻǎƛ OY. 

 

¦ǎǘŀƭƳȅ ǎǘŀƱŊ ǿŀǊǘƻǏŏ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪŀ Ϧa". 

Zmieniajmy ǇƻƱƻȍŜƴƛŜ ƪƛŜǊƻǿƴƛŎȅ όǇǳƴƪǘŜƳ K) i ogniskowej FΣ ŀōȅ ŎȊŜǊǿƻƴŀ ǇŀǊŀōƻƭŀ ǇƻƪǊȅƱŀ 

ǎƛť Ȋ ǇŀǊŀōƻƭŊ ƴƛŜōƛŜǎƪŊΦ 

 

½ŀǳǿŀȍƳȅΣ ȍŜ ǿŀǊǳƴƪƛŜƳ ƴŀ ǘƻΣ ōȅ ŎȊŜǊǿƻƴŀ ǇŀǊŀōƻƭŀ ƳƛŀƱŀ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱŜƪ ǿ ǇƻŎȊŊǘƪǳ ǳƪƱŀŘǳ 

ǿǎǇƽƱǊȊťŘƴȅŎƘΣ ǘŀƪ Ƨŀƪ ƴƛŜōƛŜǎƪŀ ǇŀǊŀōƻƭŀ ƎόȄύ ƧŜǎǘΣ ōȅ ǊȊťŘƴŀ ogniska F i punktu K' ōȅƱȅ 

liczbami przeciwnymi. 

 

Ustawmy a Ґ лΦрΦ ²ƽǿŎȊŀǎ ƻƪŀȊǳƧŜ ǎƛťΣ ȍŜ ƻƎƴƛǎƪƻ Ƴŀ ǿǎǇƽƱǊȊťŘƴŜ όлΣмκнύ ȊŀǏ  

K' =(0, -1/2).  Natomiast  dla a = 1  F=(0,1/4) 

 

Niech f ƻȊƴŀŎȊŀ ǊȊťŘƴŊ ƻƎƴƛǎƪŀ ǇŀǊŀōƻƭƛΦ aƻȍƴŀ ȊŀǳǿŀȍȅŏΣ ȍŜ ƛƭƻŎȊȅƴ af przyjmuje zawsze 

ǿŀǊǘƻǏŏ мκпΦ 5ƻōǊȊŜ ōȅƱƻōȅ ǎǇǊŀǿŘȊƛŏ ǘƻ Řƭŀ ƛƴƴȅŎƘ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪŀ a.  

 

CŀƪǘȅŎȊƴƛŜ ƻŘƪǊȅƭƛǏƳȅ ƘƛǇƻǘŜȊťΥ 
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tŀǊŀōƻƭŀ ōťŘŊŎŀ ǿȅƪǊŜǎŜƳ ŦǳƴƪŎƧƛ  ŦόȄύ Ґ ŀȄч  Ƴŀ ƻƎƴƛǎƪƻ ǿ ǇǳƴƪŎƛŜ   
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tƻƳƛƧŀƳȅ ŘƻǿƽŘ ǘŜƎƻ ŦŀƪǘǳΣ ƎŘȅȍ ǇǊȊŜƪǊŀŎza on wymagania podstawy programowej. 

 

Zadanie: 

²ȅȊƴŀŎȊƳȅ ǇƻƱƻȍŜƴƛŜ ƻƎƴƛǎƪŀ ǇŀǊŀōƻƭƛ ƻ Ǌƽǿƴŀƴƛǳ h(x) = 7x2Φ WŀƪƛŜ ƧŜǎǘ ǊƽǿƴŀƴƛŜ kierownicy 

tej paraboli? 

 

½ŀƧťŎƛŀ п 
 
¢ŜƳŀǘΥ th{¢!0 Y!bhbL/½b! C¦bY/WL Y²!5w!¢h²9W 
 
²ƛŜƳȅ ƧǳȍΣ ȍŜ ǿȅƪǊŜǎŜƳ ŦǳƴƪŎƧƛ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƧ Ǉƻstaci y= -ax2 ƧŜǎǘ ǇŀǊŀōƻƭŀΣΦ ²ƛŜƳȅ ǘŜȍΣ ƎŘȊƛŜ 

Ƴŀ ƻƎƴƛǎƪƻ ƛ ƪƛŜǊƻǿƴƛŎťΦ ²ƛŜǊȊŎƘƻƱŜƪ ǿȅƪǊŜǎǳ ǘŜƧ ŦǳƴƪŎƧƛ ȊƴŀƧŘǳƧŜ ǎƛť ȊŀǿǎȊŜ ǿ ǇƻŎȊŊǘƪǳ 

ǳƪƱŀŘǳ ǿǎǇƽƱǊȊťŘƴȅŎƘΦ  

 

/ƻ ȊǊƻōƛŏΣ ōȅ ƴŀǊȅǎƻǿŀŏ ƧŊ ǿ ƛƴƴȅƳ ƳƛŜƧǎŎǳΦ Wŀƪƛ ǿȊƽǊ ōťŘȊƛŜ ƳƛŀƱŀ ǿƽǿŎȊŀǎ ǘŀ ŦǳƴƪŎƧŀΚ  

 

Wykonamy ƪƛƭƪŀ ŜƪǎǇŜǊȅƳŜƴǘƽǿ ƛ ƻŘƪǊȅƧŜƳȅ ǊŜƎǳƱȅ ƴŀ ƪǘƽǊȅŎƘ ƻǇƛŜǊŀ ǎƛť ƪǊŜǏƭŜƴƛŜ ŘƻǿƻƭƴŜƧ 

funkcji kwadratowej. 

½ŀǳǿŀȍƳȅ ǘƻΣ Ŏƻ Ƨǳȍ ǿƛŜƳȅ Ȋ ǿŎȊŜǏƴƛŜƧǎȊȅŎƘ ōŀŘŀƵΥ ƪǎȊǘŀƱǘ ǇŀǊŀōƻƭƛ ȊŀƭŜȍȅ ƻŘ ƻŘƭŜƎƱƻǏŎƛ f jej 

ogniska F od kierownicy k.  

 

¢ƻ ǇǊȊŜƪƱŀŘŀ ǎƛť ƴŀ ŦǳƴƪŎƧť ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŊ ƻ Ǌƽǿƴŀƴƛǳ y =ax2 ǿ ǘŀƪƛ ǎǇƻǎƽōΣ ȍŜ ǎƪƻǊƻ ƛƭƻŎȊȅƴ af 

Ґ ѻ Σ ŎȊȅƭƛ ƧŜǎǘ ȊŀǿǎȊŜ ǎǘŀƱȅ Σ ǘƻ ȊŜ ǿȊǊƻǎǘŜƳ f ǿŀǊǘƻǏŏ a ƳŀƭŜƧŜ ƛ ƴŀ ƻŘǿǊƽǘΦ !ƭŜ ƎŘȅ f ǿȊǊŀǎǘŀƱƻΣ 

ǇŀǊŀōƻƭŀ ǊƻȊǎȊŜǊȊŀƱŀ ǎǿƻƧŜ ƎŀƱťȊƛŜΣ ƴŀǘƻƳƛŀǎǘ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪ a  ǿǘŜŘȅ ƳŀƭŀƱΦ  aƻȍŜƳȅ ǘƻ 

jeszcze rŀȊ ǎǇǊŀǿŘȊƛŏ ƻōǎŜǊǿǳƧŊŎ ǘȅƳ ǊŀȊŜƳ ǘȅƭƪƻ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪ a ŦǳƴƪŎƧƛ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƧ ƛ ƪǎȊǘŀƱǘ 

paraboli. 

 

hǘǿƽǊȊƳȅ Ǉƭƛƪ [h лпǇƻǎǘŀŏ ƪŀƴƻƴƛŎȊƴŀΦƎƎō 

 

Suwak o nazwie a ȊƳƛŜƴƛŀ ǎƛť ǿ ȊŀƪǊŜǎƛŜ [-5,5]Φ ½ƳƛŜƴƛŀƧŊŎ ƧŜƎƻ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ƳƻȍŜƳȅ ƻōǎŜǊǿƻǿŀŏ 

ƪǎȊǘŀƱǘ ǇŀǊŀōƻƭƛΦ ¢ƻ ƳŀƱŀ ǇƻǿǘƽǊƪŀ ƛ ǳǘǊǿŀƭŜƴƛŜ ǇƻȊƴŀƴŜƧ ǿƛŜŘȊťΦ 

wȅǎǳƴŜƪ мм ƛƭǳǎǘǊǳƧŜ ŎŀƱŊ ǊƻŘȊƛƴť ǿȅƪǊŜǎƽǿ ŦǳƴƪŎƧƛ Řƭŀ a ȊƳƛŜƴƛŀƧŊŎŜƎƻ ǎƛť ǿ ȊŀƪǊŜǎƛŜ [-5,5]. 

 

½ŀǳǿŀȍŀƳȅ ǇƻƴŀŘǘƻΣ ȍŜ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪ άaέ Ƴŀ ǿǇƱȅǿ ƴƛŜ ǘȅƭƪƻ ƴŀ ƪǎȊǘŀƱǘ ǇŀǊŀōƻƭƛ ƪǘƽǊŀ ƧŜǎǘ 

wykresem tej funkcji, ale ponadto ŘŜŎȅŘǳƧŜ ƻ ǘȅƳΣ ŎȊȅ ƎŀƱťȊƛŜ ǎŊ ǎƪƛŜǊƻǿŀƴŜ ǿ ƎƽǊť ŎȊȅ ǿ ŘƽƱΦ  

Gdy a>0Σ ǿƽǿŎȊŀǎ ƎŀƱťȊƛŜ ǇŀǊŀōƻƭƛ ǎŊ ǎƪƛŜǊƻǿŀƴŜ ǿ ƎƽǊťΣ ƎŘȅ ȊŀǏ a<0Σ ǿƽǿŎȊŀǎ ƎŀƱťȊƛŜ ǎŊ 

ǎƪƛŜǊƻǿŀƴŜ ǿ ŘƽƱΦ  



 

19 

¢ƻ ǿȅƴƛƪŀ ǊƽǿƴƛŜȍ Ȋ ǎŀƳȅŎƘ ǊŀŎƘǳƴƪƽǿΦ tƻƴƛŜǿŀȍ ǿŀǊǘƻǏŏ x2 ǇǊȊȅƧƳǳƧŜ ȊŀǿǎȊŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛ 

dodaǘƴƛŜΣ ǿƛťŎ ƴŀ ǳƧŜƳƴŜ ƳƻȍŜ ƧŜ ǘȅƭƪƻ ȊƳƛŜƴƛŏ ǿŀǊǘƻǏŏ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪŀ a.  

Gdy natomiast a=0Σ ǿȅƪǊŜǎ ŦǳƴƪŎƧƛ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƧ ǇǊȊȅƧƳǳƧŜ Ǉƻǎǘŀŏ y=0 ƛ ǎǘŀƧŜ ǎƛť ǇǊƻǎǘŊ - ƻǎƛŊ 

OX.  

 

hƎƴƛǎƪŀ ǇŀǊŀōƻƭ ƭŜȍŊŎȅŎƘ ǿ LL ƛ L± ŏǿƛŀǊǘŎŜ ȊƴŀƧŘǳƧŊ ǎƛť ƴŀ ǳƧŜƳƴŜƧ ǇƽƱƻǎƛ OY, a kierownica ma 

ǿƽǿŎȊŀǎ ǊƽǿƴŀƴƛŜ y = - f 

 

 
 

rys. 11 

 
 

rys. 12 

 

Wykonajmy kolejny eksperyment pƻƭŜƎŀƧŊŎȅ ƴŀ ƪǊŜǏƭŜƴƛǳ ŦǳƴƪŎƧƛ ǘȅǇǳ ȅ Ґ ŀϊόȄ - Ǉύч ǇǊȊȅ ǎǘŀƱŜƧ 

ǿŀǊǘƻǏŎƛ  άaέ  ŀƭŜ ȊƳƛŜƴƛŀƧŊŎŜƧ ǎƛť ǿŀǊǘƻǏŎƛ άpέ ƛ ƻōǎŜǊǿǳƧƳȅΣ Ŏƻ ǎƛť ǿƽǿŎȊŀǎ ŘȊƛŜƧŜ Ȋ 

wykresem tej funkcji. 

²ǇǊƻǿŀŘȋƳȅ ǿ ǘȅƳ ŎŜƭǳ ǎǳǿŀƪ άpέ ƛ ǿǇƛǎȊƳȅ ǿ Ǉƻƭǳ ǿǇǊƻǿŀŘȊŀƴƛŀ ŘŀƴȅŎƘ ǿ DŜƻDŜōǊȊŜ 

ǿȊƽǊ  ȅ Ґ ŀϊόȄ-Ǉύч.  

¦ǎǘŀƭƳȅ ǿŀǊǘƻǏŏ a=2. 

hǘǊȊȅƳŀƴȅ ƴƻǿȅ ǿȅƪǊŜǎ ǿȅǊƽȍƴƛƧƳȅ ƪƻƭƻǊŜƳ ȊƛŜƭƻƴȅƳΦ wȅǎǳƴŜƪΦ мн ƛƭǳǎǘǊǳƧŜ ŎŀƱŊ ǊƻŘȊƛƴť 

ǘŀƪƛŎƘ ǿȅƪǊŜǎƽǿ Řƭŀ ȊƳƛŜƴƛŀƧŊŎȅŎƘ ǎƛť ǿŀǊǘƻǏŎƛ p. 

 

/ƻ ŘȊƛŜƧŜ ǎƛť Ȋ ǿȅƪǊŜǎŜƳ ƎŘȅ p<0, co, gdy p>0, a co gdy p=0Κ ½ŀȊƴŀŎȊƳȅ ǿŜƪǘƻǊ ƪǘƽǊȅ ǇƻƪŀȊǳƧŜ 

ǎƪŊŘ ƛ ŘƻƪŊŘ ƴŀǎǘŊǇƛƱƻ ǇǊȊŜǎǳƴƛťŎƛŜΦ 

 

YƻƭŜƧƴȅƳ ƪǊƻƪƛŜƳ ƴŀǎȊŜƎƻ ŜƪǎǇŜǊȅƳŜƴǘǳ ƧŜǎǘ ǇǊȊŜǎǳƴƛťŎƛŜ ǿȅƪǊŜǎǳ ŦǳƴƪŎƧƛ y=a(x-Ǉύч ǿ ƎƽǊť 

ƭǳō ǿ ŘƽƱΦ !ōȅ ǿȅƪǊŜǎ ǇƻŘƴƛƽǎƱ ǎƛť ǿ ƎƽǊťΣ ŎȊȅƭƛ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ŦǳƴƪŎƧƛΣ ƪǘƽǊŊ ǊŜǇǊŜȊŜƴǘǳƧŜ ȊǿƛťƪǎȊȅƱȅ 

ǎƛťΣ ƳǳǎƛƳȅ Řƻ ƪŀȍŘŜƧ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ŦǳƴƪŎƧƛ ŘƻŘŀŏ ƧŀƪŊǏ ƭƛŎȊōťΦ 

 

bƛŜŎƘ ƴƛŊ ōťŘȊƛŜ ƭƛŎȊōŀ άqέΦ ²ǇǊƻǿŀŘȊƛƳȅ ƧŊ ǇƻŘƻōƴƛŜ Ƨŀƪ άpέ ǇƻǇǊȊŜȊ ǎǳǿŀƪ άqέ όƴƛŜōƛŜǎƪƛύΦ 

²ƽǿŎȊŀǎ ǿȊƽǊ ŦǳƴƪŎƧƛ ǇǊȊȅƧƳƛŜ Ǉƻǎǘŀŏ  ȅ Ґ ŀ ϊ όȄ - Ǉύч Ҍ ǉ 

²ǇƛǎȊƳȅ ǿ Ǉƻƭǳ ǿǇǊƻǿŀŘȊŀƴƛŀ  DŜƻDŜōǊȅ ǘŀƪƛ ǿȊƽǊ ŦǳƴƪŎƧƛ ƛ ƻōŜƧǊȊȅƧƳȅ ƧŜƧ ǿȅƪǊŜǎΦ 

½ŀȊƴŀŎȊƳȅ ǘŜȍ ǿŜƪǘƻǊ ǇǊȊŜǎǳƴƛťŎƛŀ άqέΦ  
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tƻǎǘŀŏ ȅ Ґ ŀ ϊ όȄ - Ǉύч Ҍǉ  funkcji kwadratowej nazywamy ǇƻǎǘŀŎƛŊ ƪŀƴƻƴƛŎȊƴŊ ŦǳƴƪŎƧƛ  

kwadratowej. Nazwa pochoŘȊƛ ƻŘ ǎƱƻǿŀ άƪŀƴƻƴ Ґ ǊŜƎǳƱŀέ ƎŘȅȍ Ǉƻǎǘŀŏ ǘŀ ƛƴŦƻǊƳǳƧŜ ƴŀǎΣ Ƨŀƪŀ 

ǊŜƎǳƱť ȊŀǎǘƻǎƻǿŀŏΣ ōȅ ƻǘǊȊȅƳŀŏ ǿȅƪǊŜǎ ŦǳƴƪŎƧƛ Ǉƻ ƧŜƧ ǇǊȊŜǎǳƴƛŜŎƛŜ Řƻ Ǉǳƴƪǘǳ (p,q). 

 

WŜǎǘ ƻŎȊȅǿƛǎǘȅƳΣ ȍŜ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱŜƪ ǇŀǊŀōƻƭƛ ƪǘƽǊŀ ƧŜǎǘ ǿȅƪǊŜǎŜƳ ŦǳƴƪŎƧƛ ǿ ǇƻǎǘŀŎƛ   

ȅ Ґ ŀ ϊ όȄ - Ǉύч Ҍǉ 

jest pǳƴƪǘ ƻ ǿǎǇƽƱǊȊťŘƴȅŎƘ (p,q). 

 

 
 

rys. 12 

 

tƻŘǎǳƳƻǿǳƧŊŎ ƻǎǘŀǘƴƛŜ о ƭŜƪŎƧŜ ǇƻǘǊŀŦƛƳȅ ǿȅƪǊŜǏƭƛŏ ƪŀȍŘŊ ŦǳƴƪŎƧť ǿ ƧŜƧ ǇƻǎǘŀŎƛ ƪŀƴƻƴƛŎȊƴŜƧΥ  

ȅ Ґ ŀ ϊ όȄ - Ǉύч Ҍǉ   

 

 

½ŀƧťŎƛŀ р 
 
Temat: th{¢!0 hDj[b! C¦bY/WL Y²!5w!¢h²9W 

 

²ȅǊŀȍŜƴƛŜ ȅ Ґ ŀ ϊ όȄ - Ǉύч Ҍǉ ƳƻȍŜƳȅ Ǉƻ ƪƛƭƪǳ ǇǊȊŜƪǎȊǘŀƱŎŜƴƛŀŎƘ ǎǇǊƻǿŀŘȊƛŏ Řƻ ƧŜŘƴŜƎƻ 

ǿȅǊŀȍŜƴƛŀ ŀƭƎŜōǊŀƛŎȊƴŜƎƻ ƛ ǳǇƻǊȊŊŘƪƻǿŀŏ ƧŜ Řƻ ƴŀƧǇǊƻǎǘǎȊŜƧ ǇƻǎǘŀŎƛΥ 

 

ȅ Ґ ŀ ϊ όȄ - Ǉύч Ҍǉ Ґ ŀÖÖÖ(x-p)2 +q = a Ö(x2 ς 2px + p2) +q = ax2 ς 2apx +ap2 +q 

 

hȊƴŀŎȊŀƧŊŎΥ 

¶ -2ap   = b 

¶ ap2 + q= c 
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ƻǎǘŀǘƴƛŜ ƴŀǎȊŜ ǿȅǊŀȍŜƴƛ ǇǊȊȅƧƳǳƧŜ ǇƻǎǘŀŏΥ 

 

y = ax2 + bx + c 

 

ƪǘƽǊŊ Ȋ ǳǿŀƎƛ ƴŀ ǿȅǎǘťǇǳƧŊŎŜ ǘǊȊȅ ƧŜŘƴƻƳƛŀƴȅ ƴŀȊǿƛŜƳȅ ǘǊƽƧƳƛŀƴŜƳ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿȅƳ albo 

ƻƎƽƭƴŀ ǇƻǎǘŀŎƛŊ ŦǳƴƪŎƧƛ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƧΦ 

 

¢ŀƪŊ ŦǳƴƪŎƧť ƳƻȍŜƳȅ ƧŜŘƴȅƳ ǊǳŎƘŜƳ ƴŀǎȊƪƛŎƻǿŀŏ ǿ DŜƻDŜōǊȊŜ ǿǇƛǎǳƧŊŎ ǿ ƧŜƧ Ǉƻƭǳ 

wprowadzania konkretny wzƽǊ ŦǳƴƪŎƧƛΣ ƴǇΦ y = x2 - 3x +1. Ale to nie o to chodzi, by komputer 

Ȋŀ ƴŀǎ ǊȅǎƻǿŀƱ ǿȅƪǊŜǎΣ ǘȅƭƪƻ ƳǳǎƛƳȅ ǘŀƪ ȊŀǇƭŀƴƻǿŀŏ ǇǊŀŎťΣ ōȅ ǘŜƴ ǿȅƪǊŜǎ ƴŀǎȊƪƛŎƻǿŀŏ ƴŀ 

kartce papieru lub tablicy. 

 

hǘǿƽǊȊƳȅ Ǉƭƛƪ LO 05 sprow do postaci kanon.ggb. 

 

tƻǎǘŀŏ ƻƎƽƭƴŀ ŦǳƴƪŎƧƛ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƧ ƴƛŜ ǇƻȊǿŀƭŀ ƴŀǊȅǎƻǿŀŏ ōŜȊǇƻǏǊŜŘƴƛƻ ǿȅƪǊŜǎǳ ǘŜƧ ŦǳƴƪŎƧƛΣ 

ƎŘȅȍ ȊƴŀƳȅ ǘȅƭƪƻ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪƛ a, b, i c tej funkcji, a nie znamy p i q. 

 

Aleȍ ƻƴŀ ǇƻǿǎǘŀƱŀ Ȋ ŦǳƴƪŎƧƛ ǿ ǇƻǎǘŀŎƛ ƪŀƴƻƴƛŎȊƴŜƧΣ ǿƛťŎ ǇƻǎǘŀǊŀƧƳȅ ǎƛť ǿȅȊƴŀŎȊȅŏ 

ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪƛ p i q ǇǊȊŜǎǳƴƛťŎƛŀ ƳŀƧŊŎ ŘŀƴŜ  ƭƛŎȊōȅ a, b, i c. ¦ƳƛŜƧťǘƴƻǏŏ ǘť ƴŀȊȅǿŀŏ ōťŘȊƛŜƳȅ 

ǎǇǊƻǿŀŘȊŀƴƛŜƳ ǘǊƽƧƳƛŀƴǳ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƎƻ Řƻ ǇƻǎǘŀŎƛ ƪŀƴƻƴƛŎȊƴŜƧΦ  

 

Wŀƪ ƧŊ ƻǎƛŊƎƴŊŏΚ 

½ŀǳǿŀȍƳȅΣ ȍŜ ǿǇǊƻǿŀŘȊŀƧŊŎ ȊƳƛŜƴƴŜ b i c ƳƻȍŜƳȅ Ȋ ƴƛŎƘ ǿȅȊƴŀŎȊȅŏ p i q. 

 

tƻƴƛŜǿŀȍ    b = -2 ap 

²ƛťŎ    
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tƻŘƻōƴƛŜ ǇƻƴƛŜǿŀȍ c = ap2 + q 
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Gdzie symbolem D ƻȊƴŀŎȊŀƳȅ Řƭŀ ǿȅƎƻŘȅ ǿȅǊŀȍŜƴƛŜ b2 ς 4ac 

L ƴŀȊǿƛŜƳȅ ƧŜ ǿȅǊƽȍƴƛƪƛŜƳ ǘǊƽƧƳƛŀƴǳ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƎƻΦ 

 

Zatem dla danych a, b, cΣ ǿƛŜƭƪƻǏŎƛ ǇǊȊŜǎǳƴƛťŎƛŀ ǎŊ ǊƽǿƴŜΥ 

 

p= -b / (2a)    q = -D/(4a) 

 

²ƻōŜŎ ǘŜƎƻ ǎǘƻǎǳƧŊŎ ǘŜ Řǿŀ ǿȊƻǊȅ Řƭŀ p i q ƳƻȍŜƳȅ ǿȅƪǊŜǏƭƛŏ ƪŀȍŘŊ ŦǳƴƪŎƧť ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŊ  
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y ς ax2 + bx + c 

 

5ƭŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘǳΥ 

!ōȅ ǎǇƻǊȊŊŘȊƛŏ ǿȅƪǊŜǎ ŦǳƴƪŎƧƛ  ȅ Ґ Ȅ2  - 4x  +5   obliczamy: 

 

    p =  4/2 = 2 

    q = - D/ 4a  =  -(16-20) /4 = -(-4)/4 = 1 

 

ŎȊȅƭƛ ǿǎǇƽƱǊȊťŘƴŜ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪŀ ǿȅƪǊŜǎǳ ǘŜƧ ŦǳƴƪŎƧƛ ǎŊ όнΣмύ 

 

½ŀǘŜƳ Ǉƻǎǘŀŏ ƪŀƴƻƴƛŎȊƴŀ ŦǳƴƪŎƧƛ ȅ Ґ Ȅ2  - 4x  +5  to funkcja   y = 1 (x-2)2 ҌмΣ ƪǘƽǊŊ Ƨǳȍ ǇƻǘǊŀŦƛƳȅ 

ǿȅƪǊŜǏƭƛŏ ǿ ǳƪƱŀŘȊƛŜ ǿǎǇƽƱǊȊťŘƴȅŎƘΦ 

 

Zajęcia 6 
 

Temat: OD PO{¢!/L hDj[b9W 5h Y!bhbL/½b9W D9ha9¢w¸/½bL9 

 

tǊȊŜƧǏŎƛŜ ƻŘ ŦƻǊƳȅ ǘǊƽƧƳƛŀƴǳ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƎƻ Řƻ ǇƻǎǘŀŎƛ ƪŀƴƻƴƛŎȊƴŜƧ Ƴƻȍƴŀ Řƻƪƻƴŀŏ ǿ ǎǇƻǎƽō 

geometrycznyΦ ² ŘŀƭǎȊŜƧ ŎȊťǏŎƛ ǿƛŘƻŎȊƴȅ ƧŜǎǘ ǿƛŜƭƻŜǘŀǇƻǿȅ ŘƻǿƽŘ αōŜȊ ǎƱƽǿέ ǿ ƪǘƽǊȅƳ 

ƻōǊŀȊ ȊŀǎǘťǇǳƧŜ ǿǎȊȅǎǘƪƻΦ 
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rys. 13 

 

Zajęcia 7 
 

Temat: MIEJSCA ZEROWE FUNKCJI KWDRATOWEJ WYZNACZONE RACHUNKOWO 

 

aƛŜƧǎŎŀ ȊŜǊƻǿŜ ŦǳƴƪŎƧƛ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƧ ǘƻ ǇƻŘǎǘŀǿŀ ŀƭƎŜōǊȅ ƛ ǿƛŜƭǳ ǇǊƻōƭŜƳƽǿ ȊǿƛŊȊŀƴȅŎƘ Ȋ 

ǊƽǿƴŀƴƛŀƳƛΣ ǿƛŜƭƻƳƛŀƴŀƳƛ ƛ ŦǳƴƪŎƧŀƳƛ ǿȅƳƛŜǊƴȅƳƛΣ ƪǘƽǊŜ ǳŎȊƴƛƻǿƛŜ ǇƻȊƴŀƧŊ ǿ ŘŀƭǎȊȅƳ 

ŜǘŀǇƛŜ ƪǎȊǘŀƱŎŜƴƛŀ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎȊƴŜƎƻΦ  

 

²ȅǇǊƻǿŀŘȊƛƳȅ ǿȊƻǊȅ ƴŀ ƳƛŜƧǎŎŀ ȊŜǊƻǿŜ ƛ ǇǊȊŜŘȅǎƪǳǘǳƧŜƳȅ ƛŎƘ ƭƛŎȊōť ǿ ȊŀƭŜȍƴƻǏŎƛ ƻŘ 

ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪƽǿ a, b i c.  

 

{ǘŀǿƛŀƳȅ ǿƛťŎ ǇǊƻōƭŜƳΥ 5ƭŀ ƧŀƪƛŎƘ ǿŀǊǘƻǏŎƛ x ǘǊƽƧƳƛŀƴ kwadratowy ǇǊȊȅƧƳǳƧŜ ǿŀǊǘƻǏŏ лΚ 

 

²ȅƧŘȊƛŜƳȅ ƻŘ ǇƻǎǘŀŎƛ ƻƎƽƭƴŜƧ ǘǊƽƧƳƛŀƴǳ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƎƻΣ ƪǘƽǊŊ Ȋ ǳǿŀƎƛ ƴŀ ǇƻǎȊǳƪƛǿŀƴƛŜ ƧŜ 

ƳƛŜƧǎŎ ȊŜǊƻǿȅŎƘ ǇǊȊȅǊƽǿƴŀƳȅ Řƻ лΦ bŀǎǘťǇƴƛŜ ȊŀƳƛŜƴƛƳȅ ƧŊ Řƻ ǇƻǎǘŀŎƛ ƪŀƴƻƴƛŎȊƴŜƧ ƛ 

wstawimy w miejsce p i q ǿȅǇǊƻǿŀŘȊƻƴŜ ǿŎȊŜǏƴƛŜƧ ǿȊƻǊȅΦ 

aŀƳȅ ǿƛťŎ ƪolejno: 

 

02 =++= cbxaxy  
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0)( 2 =+-= qpxay  
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5ǊǳƎƛ ǎƪƱŀŘƴƛƪ ǇƻƳƴƻȍȅƳȅ ƛ ǇƻŘȊƛŜƭƛƳȅ ǇǊȊŜȊ a  
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²ȅŎƛŊƎŀƳȅ a ǇǊȊŜŘ ǿȅǊŀȍŜƴƛŜ ǿ ƴŀǿƛŀǎƛe kwadratowym : 

 

0
42 2

2

=
ù
ù
ú

ø

é
é
ê

è D
-ö
÷

õ
æ
ç

å
+=

aa

b
xay

 

5ǊǳƎƛ ǎƪƱŀŘƴƛƪ ǿ ƴŀǿƛŀǎƛŜ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿȅƳ ȊŀǎǘťǇǳƧŜƳȅ ƪǿŀŘǊŀǘŜƳ ƛƴƴŜƎƻ ǿȅǊŀȍŜƴƛŀΥ 
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wƽȍƴƛŎť ƪǿŀŘǊŀǘƽǿ ǿ ƴŀǿƛŀǎƛŜ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿȅƳ ƳƻȍŜƳȅ ȊŀǎǘŊǇƛŏ ƛƭƻŎȊȅƴŜƳ ǎǳƳȅ ŘǿƽŎƘ 

wyǊŀȍŜƵ ǇǊȊŜȊ ƛŎƘ ǊƽȍƴƛŎť όǎǘƻǎǳƧŊŎ ǿȊƽǊ ǎƪǊƽŎƻƴŜƎƻ ƳƴƻȍŜƴƛŀύΥ 
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²ȅǊŀȍŜƴƛŜ Ǉƻ ƭŜǿŜƧ ǎǘǊƻƴƛŜ ǇǊȊȅƧƳƛŜ ǿŀǊǘƻǏŏ ȊŜǊƻ ǿǘŜŘȅΣ ƎŘȅΥ 

  0=a lub  
0

22
=
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

åD
+ö
÷

õ
æ
ç

å
+

aa

b
x

   lub   
0

22
=
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

åD
-ö
÷

õ
æ
ç

å
+

aa

b
x

 

WŜǏƭƛ ŦǳƴƪŎƧŀ Ƴŀ ōȅŏ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŀΣ ǘƻ     0a¸  
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Zatem  
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tƻƴƛŜǿŀȍ ƻǘǊȊȅƳŀƭƛǏƳȅ ŘǿƛŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛ Ȅ Řƭŀ ƪǘƽǊŜƧ ŦǳƴƪŎƧŀ ǇǊȊȅƧƳǳƧŜ ǿŀǊǘƻǏŏ лΣ ǿƛťŎ Řƭŀ ƛŎƘ 

ƻŘǊƽȍƴƛŜƴƛŀ ƻȊƴŀŎȊȅƳȅ ǘŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛ Ƨŀƪƻ  x1 i x2. 

hǘǊȊȅƳŀƭƛǏƳȅ ǿƛťŎ ƳƛŜƧǎŎŀ ȊŜǊƻǿŜ ŦǳƴƪŎƧƛΥ 
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Zajęcia 8 
 

Temat: th{¢!0 /½¸bbLYh²! ¢wjWaL!b¦ Y²!5w!¢h²9Dh 

 

hǎǘŀǘƴƛ ǿȊƽǊ ǇƻȊǿŀƭŀ ŘƻǇǊƻǿŀŘȊƛŏ ǘǊƽƧƳƛŀƴ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿȅ Řƻ ǇƻǎǘŀŎƛΣ ƪǘƽǊŀ ǳƳƻȍƭƛǿƛŀ 

ǊƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛŜ ƴƛŜǊƽǿƴƻǏŎƛ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿȅŎƘ ƳŜǘƻŘŊ ǊŀŎƘǳƴƪƻǿŊΦ  

Wychodzimy oŘ ȊƴŀƴŜƎƻ Ƨǳȍ ǿŎȊŜǏƴƛŜƧ ǿȊƻǊǳΥ 
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tƻ ǇǊȊŜŘǎǘŀǿƛŜƴƛǳ Ǝƻ ǿ ǊƽǿƴƻǿŀȍƴŜƧ ŦƻǊƳƛŜΥ 
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L Ȋŀǎǘƻǎƻǿŀƴƛŀ ǿȊƻǊƽǿ ƴŀ ƳƛŜƧǎŎŀ ȊŜǊƻǿŜ ƻǘǊȊȅƳŀƳȅ ǇƻǎǘŀŏΥ 

 

[ ][ ]21 xxxxay --=  

½ǿŀƴŊ ǇƻǎǘŀŎƛŊ ŎȊȅƴƴƛƪƻǿŊ ǘǊƽƧƳƛŀƴǳ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƎƻΦ 

 

 

Zajęcia 9 
 

Temat: MIEJSCA ZEROWE FUNKCJI KWADRATWOEJ SKONSTRUOWANE              

              CYRKLEM 

 

!ȍ ǘǊǳŘƴƻ ǳǿƛŜǊȊȅŏΣ ȍŜ ǇƻǎȊǳƪƛǿŀƴƛŜ ƳƛŜƧǎŎ ȊŜǊƻǿȅŎƘ ǘǊƽƧƳƛŀƴǳ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƎƻ ƻŘ ǿƛŜƭǳ ƭŀǘ 

ƳŜǘƻŘŊ ǊŀŎƘǳƴƪƻǿŊ Ƴƻȍƴŀ ǿȅƪƻƴŀŏ Ȋŀ ǇƻƳƻŎŊ ƪƻƴǎǘǊǳƪŎƧƛ ƎŜƻƳŜǘǊȅŎȊƴŜƧ ǿ ǳƪƱŀŘȊƛŜ 

ǿǎǇƽƱǊȊťŘƴȅŎƘ ƪŀǊǘŜȊƧŀƵǎƪƛŎƘ ǇǊȊȅ ǳȍȅŎƛǳ ƧŜŘȅƴƛŜ ŎȅǊƪƭŀΦ 

 

Wykonajmy w tym celu pewien eksperyment. 

¶ ²ƱŊŎȊƳȅ Ǉƭƛƪ DŜƻDŜōǊȅ LO 09 hƪǊťƎƛψ/ŀǊƭȅƭŜŀΦƎƎōέΦ 

¶ bŀ ŜƪǊŀƴƛŜ ȊƻōŀŎȊȅƳȅ ŘȅƴŀƳƛŎȊƴȅ ǿȅƪǊŜǎ ǘǊƽƧƳƛŀƴǳ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƎƻ ƻ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪŀŎƘ a, 

b i cΣ ƪǘƽǊŜ ƳƻȍŜƳȅ ȊƳƛŜƴƛŀŏ Ȋŀ ǇƻƳƻŎŊ ǎǳǿŀƪƽǿ a, b i c ƻ ǿŀǊǘƻǏŎƛŀŎƘ Ȋ ǇǊȊŜŘȊƛŀƱǳ ώ-5,5] 

i skoku 0.01. 

¶ tƻǊǳǎȊŀƧŊŎ ǎǳǿŀƪŀƳƛ ƳƻȍŜƳȅ ƻōǎŜǊǿƻǿŀŏ ȊƳƛŀƴȅ ƪǎȊǘŀƱǘǳ ƛ ǇƻƱƻȍŜƴƛŀ ǿȅƪǊŜǎƽǿ ǘŜƎƻ 

ǘǊƽƧƳƛŀƴǳ ǿ ǳƪƱŀŘȊƛŜ ǿǎǇƽƱǊȊťŘƴȅŎƘΦ 

¶ Widzimy ǿȅǊŀȋƴƛŜΣ ƪƛŜŘȅ ŦǳƴƪŎƧŀ ǇƻǎƛŀŘŀ ƳƛŜƧǎŎŀ ȊŜǊƻǿŜ ƛ ǿƛŘȊƛƳȅ ǘŜȍ Ŏƻ Ƴŀ ƴŀ ǘƻ ǿǇƱȅǿΦ 

¶ Zaznaczmy teraz dwa punkty )1,0(=A ) oraz ö
÷

õ
æ
ç

å-
=

a

c

a

b
B , . 

¶ {ƪƻƴǎǘǊǳǳƧƳȅ ƧŜƎƻ ǏǊƻŘŜƪ S. 

¶ tƻǘǊŀƪǘǳƧƳȅ ǘŜƴ ƻŘŎƛƴŜƪ Ƨŀƪƻ  ǏǊŜŘƴƛŎť ǇŜǿƴŜƎƻ ƻƪǊťƎǳΦ 

¶ Skonstrujmy ǘŜƴ ƻƪǊŊƎΦ  

¶ ½ƳƛŜƴƛŀƧŊŎ ǇƻƱƻȍŜƴƛŜ ǎǳǿŀƪƽǿ a, b i c ŘƻǎǘǊȊŜȍƳȅ ȊǿƛŊȊŜƪ ǿȅƪǊŜǏƭƻƴŜƎƻ ƻƪǊťƎǳ Ȋ 

wykresem funkcji kwadratowej.  

 

²ƴƛƻǎƪƛ Ȋ ƻōǎŜǊǿŀŎƧƛ ǿȅƪƻƴŀƴȅŎƘ ŜƪǎǇŜǊȅƳŜƴǘƽǿΥ 
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hōǎŜǊǿǳƧŊŎ ŘȅƴŀƳƛŎȊƴŜ ȊƳƛŀƴȅ ǎǳǿŀƪƽǿ ƛ ƛŎƘ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ƳƻȍŜƳȅ ŘƻǎǘǊȊŜŎΣ ȍŜ ƴƛŜȊŀƭŜȍƴƛŜ ƻŘ 

ǿŀǊǘƻǏŎƛ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪƽǿ a, b i c ƻƪǊŊƎ ǇǊȊŜŎƛƴŀ ƻǏ OX ǿ ǇǳƴƪǘŀŎƘΣ ƪǘƽǊŜ ǎŊ ƳƛŜƧǎŎŀƳƛ 

ȊŜǊƻǿȅƳƛ ǘǊƽƧƳƛŀƴǳ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƎƻΦ 

hŘƪǊȅǿŀƳȅ ǿƛťŎ twierdzenie: 

 

WŜǏƭƛ ǘǊƽƧƳƛŀƴ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿȅ cbxaxxf ++= 2)(   Ƴŀ ƳƛŜƧǎŎŀ ȊŜǊƻǿŜΣ ǿƽǿŎȊŀǎ ƻƪǊŊƎΣ ƪǘƽǊŜƎƻ 

ǏǊŜŘƴƛŎŀ Ƴŀ ƪƻƵŎe w punktach )1,0(=A ) oraz ö
÷

õ
æ
ç

å-
=

a

c

a

b
B ,  ǇǊȊŜŎƛƴŀ ƻǏ h· ǿ ƳƛŜƧǎŎŀŎƘ 

ȊŜǊƻǿȅŎƘ ǘŜƎƻ ǘǊƽƧƳƛŀƴǳΦ 

 

YƻƴǎǘǊǳƪŎƧŀ ǘŀ ǇƻƪŀȊǳƧŜΣ Ƨŀƪ Ȋŀ ǇƻƳƻŎŊ ŎȅǊƪƭŀ ȊƴŀƭŜȋŏ 

miejsca zerowe funkcji kwadratowej.  

hŘƪǊȅƱ ƧŊ ǎȊƪƻŎƪƛ ƘƛǎǘƻǊȅƪ ¢ƘƻƳŀǎ /ŀǊƭȅƭŜΦ 

 

TeraȊ ǿȅǎǘŀǊŎȊȅ ƻŘŎȊȅǘŀŏ ǿǎǇƽƱǊȊťŘƴŜ Ǉǳƴƪǘƽ¶ 

ǇǊȊǿŎƛťŎƛŀ ǎƛť ƻƪǊťƎǳ Ȋ ƻǎƛŊ h· ƛ ƳŀƳȅ αŎȅŦǊƻǿŜέ 

ǿŀǊǘƻǏŎƛ ƳƛŜƧǎŎ ȊŜǊƻǿȅŎƘ ǘǊƽƧƳƛŀƴǳ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƎƻ Ȋ 

ŘƻƪƱŀŘƴƻǏŎƛŊ Řƻ мр ƳƛŜƧǎŎ Ǉƻ ǇǊȊŜŎƛƴƪǳΦ 

 

 
 

Thomas Carlyle  

(1795 ς 1881) 

Wŀƪ ǳŘƻǿƻŘƴƛŏ ǇƻǇǊŀǿƴƻǏŏ ǘŜƧ ƪƻnstrukcji? 

½ŀǳǿŀȍƳȅΣ ȍŜ ǏǊƻŘŜƪ S ǘŜƎƻ ƻƪǊťƎǳ Ƨŀƪƻ Ǉǳƴƪǘ ǊƽǿƴƻƻŘƭŜƎƱȅ ƻŘ ƳƛŜƧǎŎ ȊŜǊƻǿȅŎƘ ǘŜƧ ŦǳƴƪŎƧƛ 

Ƴǳǎƛ ƭŜȍŜŏ ƴŀ ǎȅƳŜǘǊŀƭƴŜƧ ƻŘŎƛƴƪŀ X1X2,  

gdzie   

X1 = (x1, 0) oraz X2  = (x2,0) 

 

½ŀǘŜƳ ƻŘŎƛťǘŀ ǘŜƎƻ ǏǊƻŘƪŀ ǇǊȊȅƧƳǳƧŜ ǿŀǊǘƻǏŏ ƻŘŎƛťǘŜƧ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪŀ ǇŀǊŀōƻƭƛΣ ōťŘŊŎŜƧ 

wykresem naszej funkcji.  

hȊƴŀŎȊƳȅ ƧŊ ǘǊŀŘȅŎȅƧƴƛŜ ǎȅƳōƻƭŜƳ p. tǊȊȅƧƳǳƧŜ ƻƴŀ ǿŀǊǘƻǏŏ 
a

b
p

2

-
= . 

 

{ƪƻǊƻ ƻŘŎƛťǘŀ ƪƻƵŎŀ A ǏǊŜŘƴƛŎȅ AB ƻƪǊťƎǳ ƧŜǎǘ Ǌƽǿƴŀ 0Σ ǿƛťŎ ȊƴŀƧŊŎ ƻŘŎƛťǘŊ ǏǊƻŘƪŀ S ƳƻȍŜƳȅ 

ǿȅȊƴŀŎȊȅŏ ƻŘŎƛťǘŊ ŘǊǳƎƛŜƎƻ ƪƻƵŎŀ ǏǊŜŘƴƛŎȅ ƻƪǊťƎǳ -  punktu B. 
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{ǘŊŘ Ƴƻȍƴŀ ǿȅȊƴŀŎȊȅŏ 
a

b
xB

-
= Σ Ŏƻ ǇƻǘǿƛŜǊŘȊŀ ǇƛŜǊǿǎȊŊ ŎȊťǏŏ ǘŜȊȅ ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŀΦ 
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rys. 14 

Niech X1 oraz X2 ōťŘŊ ǇǳƴƪǘŀƳƛ ǇǊȊŜŎƛťŎƛŀ ǿȅƪǊŜǎǳ ǘǊƽƧƳƛŀƴǳ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƎƻ Ȋ ƻǎƛŊ OX. 

wȊťŘƴŊ By  punktu B wyznaczymy ǿȅƪƻǊȊȅǎǘǳƧŊŎ ƛƴŦƻǊƳŀŎƧťΣ ȍŜ |SA| = |SX1|  - rys. 14 
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y
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+
= Σ ǎƪŊŘ  12 -= SB yy  

²ǎǘŀǿƛŀƧŊŎΥ      
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ca
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Otrzymujemy: 
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+
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Cŀƪǘ ǿȅȊƴŀŎȊŜƴƛŀ ƳƛŜƧǎŎ ȊŜǊƻǿȅŎƘ ŦǳƴƪŎƧƛ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƧ ǇǊȊȅ ǳȍȅŎƛǳ ŎȅǊƪƭŀ Ǉƻǿƛƴƴŀ ōȅŏ 

ȊŀǇǊŜȊŜƴǘƻǿŀƴŀ ǳŎȊƴƛƻƳ Ƨŀƪƻ ŀƭǘŜǊƴŀǘȅǿƴŀ ƳŜǘƻŘŀ Řƻ ǘǊŀŘȅŎȅƧƴŜƧ ƳŜǘƻŘȅ ǇǊȊȅ ǳȍȅŎƛǳ αDέΦ 

5ƻǿƽŘ ǇƻǇǊŀǿƴƻǏŎƛ ǘŜƧ ƪƻƴǎǘǊǳƪŎƧƛ ƳƻȍŜ ǇǊȊŜǊƻǎƴŊŏ ǇǊȊŜŎƛťǘƴŜƎƻ ǳŎȊƴƛŀΣ ŀƭŜ ǿŀǊǘƻΣ ōȅ Ǝƻ 

ǇƻȊƴŀƭƛ ǳŎȊƴƛƻǿƛŜ ȊŘƻƭƴƛŜƧǎƛΦ aƻȍŜ ǘƻ ōȅŏ Řƭŀ ƴƛŎƘ ƳŀƱŀ ŜǘƛǳŘŀ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎȊƴŀΦ 

 

Zajęcia 10 
 

Temat: wh[! ²{th_/½¸bbLYj²  ŀΣ ōΣ Ŏ ¢wjWaL!b¦ Y²!5w!¢h²9Dh 

 

² ǎȊƪƻƭŜ ǏǊŜŘƴƛŜƧ ǳŎȊƴƛƻǿƛŜ ǿƛŜŘȊŊΣ ȍŜ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪ a funkcji kwadratowej jest 

ƻŘǇƻǿƛŜŘȊƛŀƭƴȅ Ȋŀ ƪǎȊǘŀƱǘ ƎŀƱťȊƛ ǇŀǊŀōƻƭƛΣ ōťŘŊŎŜƧ ǿȅƪǊŜǎŜƳ ǘǊƽƧƳƛŀƴǳ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƎƻΦ Ale co 

ǎƛť ŘȊƛŜƧŜ Ȋ ǿȅƪǊŜǎŜƳ ŦǳƴƪŎƧƛ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƧ ǿ ǎȅǘǳŀŎƧƛΣ ƎŘȅ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪ a ȊƳƛŜƴƛŀ ǎǿƻƧŊ 

ǿŀǊǘƻǏŏΦ  

 

Przygotujmy plik GeoGebry ƪǘƽǊȅ ǿǎƪŀȍŜ ƴŀƳ ƻŘǇƻǿƛŜŘȋ ƴŀ ǘƻ ǇȅǘŀƴƛŜΦ hǘǿƽǊȊƳȅ Ǉƭƛƪ LO10 

a tr kwadr.ggb 
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rys. 15 

 

²ȅƎƭŊŘŀ ƴŀ ǘƻΣ ȍŜ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƛ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ǿȅƪǊŜǏƭƻƴȅŎƘ ǇŀǊŀōƻƭ ǳƪƱŀŘŀƧŊ ǎƛť ƴŀ ǇŜǿƴŜƧ ǇǊƻǎǘŜƧΦ 

½ŀƴƛƳ ǇƻǎǘŀǿƛƳȅ ǘŀƪŊ ƘƛǇƻǘŜȊťΣ ȊōŀŘŀƧƳȅ ǘƻ ǇǊȊȅ ǳȍȅŎƛǳ ǏƭŀŘǳ ǘȅŎƘ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƽǿΦ  

 

 
 

rys. 16 

 

Faktycznie ς ǿȅƎƭŊŘŀ ƴŀ ǘƻ ȍŜ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƛ ǳƪƱŀŘŀƧŊ ǎƛť ŘƻƪƱŀŘƴƛŜ ƴŀ ǇǊƻǎǘŜƧΦ  

Co to za prosta? 
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WŀƪƛŜ ƧŜǎǘ ƧŜƧ ǊƽǿƴŀƴƛŜΚ 

 

²ȅƪǊŜǏƭƳȅ ǿ ǇǊȊȅōƭƛȍŜƴƛǳ ǘť ǇǊƻǎǘŊ ƛ ƻŘŎȊȅǘŀƧƳȅ ƧŜƧ ǊƽǿƴŀƴƛŜ ǿ DŜƻDŜōǊȊŜΦ 

Dla b= -3 oraz c=2 prosta ta przyjmuje ǊƽǿƴŀƴƛŜ ŦόȄύ Ґ -2 +2  - rys   

 

 
 

rys. 17 

 

½ŀǎǘŀƴƽǿƳȅ ǎƛť ƴŀŘ ǊƽǿƴŀƴƛŜƳ ǘŜƧ ǇǊƻǎǘŜƧΦ ²ȅƪǊŜǏƭŀƧŊ ƧŊ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƛ ǇŀǊŀōƻƭƛΣ ŎȊȅƭƛ Ǉǳƴƪǘȅ ƻ 

ǿǎǇƽƱǊȊťŘƴȅŎƘ όp,q).  

²ȅƭƛŎȊƳȅ ȊŀǘŜƳΣ Ƨŀƪŀ ȊŀƭŜȍƴƻǏŏ ȊŀŎƘƻŘȊƛ ƳƛŜŘȊȅ ǿŀǊǘƻǏŎƛŊ ǊȊťŘƴŜƧ q ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪŀ ƪŀȍŘŜƧ 

paraboli jŀƪƻ ƧŜƎƻ ƻŘŎƛťǘŜƧ p. 

 
 

½ŀǘŜƳ ǳŘƻǿƻŘƴƛƭƛǏƳȅΥ 

 

Twierdzenie: 

WŜǏƭƛ ǿ ǊƻŘȊƛƴƛŜ funkcji ƪǿŀŘǊŀǘƻǿȅŎƘ  ȅ Ґŀ Ȅч Ҍ ōȄ Ҍ Ŏ ȊƳƛŜƴƛŀ ǎƛť ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪ άŀέ ǘƻ 

ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƛ ǿȅƪǊŜǎƽǿ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ŦǳƴƪŎƧƛ ǳƪƱŀŘŀƧŊ ǎƛť ƴŀ ǇǊƻǎǘŜƧ 
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y =  (b/2)  x + c 

 

tƻŘƻōƴŜ ǇȅǘŀƴƛŜ Ƴƻȍƴŀ ƻŘƴƛŜǏŏ Řƻ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪŀ b. 

 

²ǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪ b ǘǊƽƧƳƛŀƴǳ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƎƻ ƴƛŜ ƻōƧŀǿƛŀ ǎƛť ǎȊŎȊŜƎƽƭƴȅƳƛ ǿƱŀǎƴƻǏŎƛŀƳƛ  ǿȅƪǊŜǎǳ 

ƛ ƴƛŜ ƻŘ ǊŀȊǳ ǿƛŘŀŏΣ Ƨŀƪƛ Ƴŀ ǿǇƱȅǿ ƴŀ ǿȅƪǊŜǎ ŦǳƴƪŎƧƛ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƧΦ  

 

!ƭŜ ǎǇǊƽōǳƧƳȅ Ǝƻ ǇƻŘƻōƴƛŜ Ƨŀƪ ǿ ǇƻǇǊȊŜŘƴƛƳ ǇǊȊȅƪƱŀŘȊƛŜ ȊƳƛŜƴƛŀŏ ƛ ƻōǎŜǊǿƻǿŀŏ ȊŀŎƘƻǿŀƴƛŜ 

ǎƛť ŎŀƱŜƧ ǊƻŘȊƛƴȅ ǘŀƪƛŎƘ ǿȅƪǊŜǎƽǿΦ 

 

hǘǿƽǊȊƳȅ Ǉƭƛƪ LO10 b tr kwadr.ggb 

tƻǊǳǎȊŀƧƳȅ ǎǳǿŀƪƛŜƳ αōέ ƛ ƻōǎŜǊǿǳƧŜƳȅ ȊŀŎƘƻǿŀƴƛŜ ǎƛť ǿȅƪǊŜǎǳΦ 

 

 
 

rys. 18 

{ǇǊŀǿƴŜ ƻƪƻ ŘƻƧǊȊȅ ƴŀ ǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻ ǇƻǇǊȊŜŘƴƛŜƎƻ ǇǊȊȅƪƱŀŘǳ ȊŀŎƘƻǿŀƴƛŜ ǎƛť ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƽǿ 

rodziny wȅƪǊŜǏƭŀƴȅŎƘ ǇŀǊŀōƻƭΦ ²ƛŜǊȊŎƘƻƱƪƛ ǘŜ ǳƪƱŀŘŀƧŊ ǎƛť ƴŀ ǇŜǿƴŜƧ ƪǊȊȅǿŜƧΦ ²ƱŊŎȊƳȅ ǏƭŀŘ 

ǘȅŎƘ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƽǿ ƛ ȊōŀŘŀƧƳȅ ŘƻƪƱŀŘƴƛŜƧ ǘť ƪǊȊȅǿŊΦ  
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rys. 19 

 

²ȅƎƭŊŘŀ ƴŀ ǘƻΣ ȍŜ ǏƭŀŘ ǘȅŎƘ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƽǿ ƪǊŜǏƭƛ ǇŜǿƴŀ ǇŀǊŀōƻƭťΦ ½ƴƻǿǳ ǿǇǊŀǿƴŜ ƻƪƻ 

ŘƻǎǘǊȊŜȍŜ ōȅŏ ƳƻȍŜΣ ȍŜ ǘŀ ǇŀǊŀōƻƭŀ ƧŜǎǘ ƻŘǿǊƽŎƻƴŊ ǇŀǊŀōƻƭŊ ƪŀȍŘŜƧ Ȋ ǇŀǊŀōƻƭ ƪǊŜǏƭƻƴŜƧ ǊƻŘȊƛƴȅ 

ƻ ȊƳƛŜƴƴȅƳ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪǳ ōΦ 

 

/Ȋȅ ǘŀƪ ƧŜǎǘ ŦŀƪǘȅŎȊƴƛŜΚ {ǇǊƽōǳƧƳȅ ǳŘƻǿƻŘƴƛŏ ǘť ƘƛǇƻǘŜȊťΦ hōƭƛŎȊŀƳȅ ǇƻƴƻǿƴƛŜ ǿŀǊǘƻǏŏ 

ǊȊťŘƴŜƧ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪŀ ǇŀǊŀōƻƭƛ Ƨŀƪƻ ŦǳƴƪŎƧť ƧŜƎƻ ƻŘŎƛťǘŜƧΦ  

 

 
 

A ten ostatni ȊŀǇƛǎ ƻȊƴŀŎȊŀΣ ȍŜ ƻǘǊȊȅƳŀƴŀ ǇŀǊŀōƻƭŀ Ƴŀ Ǉƻǎǘŀŏ y = -ax2 +cΣ Ŏƻ ƪƻƵŎȊȅ ŘƻǿƽŘΦ 

Mamy zatem kolejne twierdzenie: 

 

Twierdzenie 

WŜǏƭƛ ǿ ǊƻŘȊƛƴƛŜ funkcji ƪǿŀŘǊŀǘƻǿȅŎƘ  ȅ Ґŀ Ȅч Ҍ ōȄ Ҍ Ŏ ȊƳƛŜƴƛŀ ǎƛť ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪ άōέ ǘƻ 

ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƛ ǿȅƪǊŜǎƽǿ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ŦǳƴƪŎƧƛ ǳƪƱŀŘŀƧŊ ǎƛť ƴŀ ǇŀǊŀōƻƭƛ 
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y =  -a x2 + c 

 

Zajęcia 11 
 
 

Temat: ZADANIA NA POSZUKIWANIE EKSTREMUM FUNKCJI 

 

tǊƻƎǊŀƳ DŜƻDŜōǊŀ ǏǿƛŜǘƴƛŜ ƴŀŘŀƧŜ ǎƛť Řƻ ǊƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛŀ ȊŀŘŀƵΣ ǿ ƪǘƽǊȅŎƘ ǇƻǎȊǳƪǳƧŜƳȅ 

ǿŀǊǘƻǏŎƛ ŜƪǎǘǊŜƳŀƭƴȅŎƘ ς ƳƛƴƛƳǳƳ ƛ ƳŀƪǎƛƳǳƳ ŦǳƴƪŎƧƛ ǿȅǊŀȍŀƧŊŎȅŎƘ ǿƱŀǎƴƻǏŎƛ 

ƎŜƻƳŜǘǊȅŎȊƴŜ ƻōƛŜƪǘƽǿ ǿ ǘȅƳ ǊƽǿƴƛŜȍ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƴȅŎƘΦ WŜǎǘ ǘƻ ƻƪŀȊƧŀ Řƻ ǿƛȊǳŀƭƛȊŀŎƧƛ 

ǊƻȊǿƛŊȊŀƵ ǿ ŘȅƴŀƳƛŎȊƴŜƧ ƪƻƴǎǘǊǳƪŎƧƛ ǿƛŊȍŊŎŜƧ ǿȅƪǊŜǎ ŦǳƴƪŎƧƛ Ȋ ǊŜŀƭƴƛŜ ȊƳƛŜƴƛŀƧŊŎŊ ǎƛť ǎȅǘǳŀŎƧŊ 

na obiekcie. 

 

Zadanie 1 

½ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴŜƧ ƪŀǊǘƪƛ ƪŀǊǘƻƴǳ ƻ ǿȅƳƛŀǊŀŎƘ с ŎƳ Ȅ п ŎƳ ǿȅŎƛťǘƻ ǿ ǊƻƎŀŎƘ ƪǿŀŘǊŀǘȅ ƛ ȊŀƎƛťǘƻ 

ƪŀǊǘƻƴ ōǳŘǳƧŊŎ Ȋ ƴƛŜƎƻ ƪŀǊǘƻƴƻǿŜ ǇǳŘŜƱƪƻΦ 5ƭŀ ƧŀƪƛŜƧ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ŘƱǳƎƻǏŎƛ ōƻƪǳ ǿȅŎƛťǘŜƎƻ 

ƪǿŀŘǊŀǘǳ ƻōƧťǘƻǏŏ ǘŜƎƻ ǇǳŘŜƱƪŀ ƧŜǎǘ ƴŀƧǿƛťƪǎȊŀ ƭǳō ƴŀƧƳƴƛŜƧǎȊŀΚ  

 

 
 

 

rys. 22 

 
 

rys. 23 

hǘǿƽǊȊƳȅ Ǉƭƛƪ LO 12 ekstremum 01 .ggb. 

WysokƻǏŏ ǇǳŘŜƱƪŀ ǘƻ ŘƱǳƎƻǏŏ h ōƻƪǳ ǿȅŎƛťǘŜƎƻ ƪǿŀŘǊŀǘǳΦ tƻŘǎǘŀǿŀ ǇǳŘŜƱƪŀ Ƴŀ ǿȅƳƛŀǊȅ 6-

2h oraz 4-2hΦ ½ ǘȅŎƘ ǿŀǊǳƴƪƽǿ ȊŀŘŀƴƛŀ ǿƛŘŀŏΣ ȍŜ ƻōƧťǘƻǏŏ ǘŜƎƻ ǇǳŘŜƱƪŀ ƧŜǎǘ Ǌƽǿƴŀ V=(6-2h)(4-

2h)h 

 

tƻǊǳǎȊŀƧŊŎ ŎȊŜǊǿƻƴȅƳ ǇǳƴƪǘŜƳ ȊƳƛŜƴƛŀƳȅ ǿȅƳƛŀǊȅ ǇǳŘŜƱƪŀ ƻŘŎȊȅǘǳƧŊŎ ǊƽǿƴƻŎȊŜǏƴƛŜ jego 

ƻōƧťǘƻǏŏ. hōƧťǘƻǏŏ ƧŜǎǘ ŦǳƴƪŎƧŊ ǘǊȊŜŎƛŜƎƻ ǎǘƻǇƴƛŀΦ ¦ŎȊƴƛƻƳ ǿȅŘŀƧŜ ǎƛťΣ ȍŜ ǿȅƪǊŜǎ ǘŜƧ ŦǳƴƪŎƧƛ 

ƧŜǎǘ ǇŀǊŀōƻƭŊΦ /ȊŀǎŜƳ ǿƛťŎ ǿƛȊǳŀƭƛȊŀŎƧŀ ƳƻȍŜ ǇǊȊŜǎȊƪƻŘȊƛŏ ǊƻȊǎŊŘƴŜƳǳ ƳȅǏƭŜƴƛǳΦ WŜŘƴŀƪΣ ƎŘȅ 

wykonamy osobno wykres funkcji V(h) ǘƻ ȊŀǳǿŀȍȅƳȅΣ ȍŜ ǘƻ ƴƛŜ ƧŜǎǘ Ǉarabola ς rys. 23. 



 

37 

²ȅƪǊŜǎ ǎǇƻǊȊŊŘȊƻƴȅ ƴŀ ƻǎƻōƴȅƳ Ǌȅǎǳƴƪǳ ǇƻƪŀȊǳƧŜ ǿȅǊŀȋƴƛŜΣ ȍŜ ƴŀƭŜȍȅ ȊǿǊƽŎƛŏ ǳǿŀƎť ƴŀ 

ŘȊƛŜŘȊƛƴť ǘŜƧ ŦǳƴƪŎƧƛΣ Řƭŀ ƪǘƽǊŜƧ ƻōƧťǘƻǏŏ ƧŜǎǘ ŘƻŘŀǘƴƛŀΦ ¢ƻ ǇǊȊŜŘȊƛŀƱ ώлΣнϐΣ ƎŘȅȍ н ƧŜǎǘ ǇƻƱƻǿŊ 

ǎȊŜǊƻƪƻǏŎƛ ƪŀǊǘƪƛ ǇŀǇƛŜǊǳΦ 

 

¦ȍȅǿŀƧŊŎ ŘƻǇƛŜǊƻ ǊŀŎƘǳƴƪǳ ǊƽȍƴƛŎȊƪƻǿŜƎƻ ƳƻȍŜƳȅ ȊƴŀƭŜȋŏ ǎȊȅōƪƻ ǿŀǊǘƻǏŏ ŜƪǎǘǊŜƳŀƭƴŀ h i 

V. 

 

Pochodna ±ΩόƘύ ƧŜǎǘ ŦǳƴƪŎƧŊ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŊΣ ƪǘƽǊŜƧ ƧŜŘƴƻ Ȋ ƳƛŜƧǎŎ ȊŜǊƻǿȅŎƘ Ƴƻȍƴŀ ƻŘŎȊȅǘŀŏΦ ¢ƻ 

ǿŀǊǘƻǏŏ  hmaxº0,7657 ς ǊȅǎΦ нпōΦ aƻȍƴŀ ǘŜȍ ƻŘŎȊȅǘŀŏ Ȋ ŜƪǊŀƴǳ DŜƻDŜōǊȅΣ ȍŜ Řƭŀ ƴƛŜƧ ƻōƧťǘƻǏŏ 

Vmax º 8,48 ς rys. 24 a. 

 

 
rys. 24 a, b 

 

Zadanie 2 

YŀǿŀƱŜƪ ŘǊŜǿƴƛŀƴŜƧ ōŜƭƪƛ ƻ ŘƱǳƎƻǏŎƛ мс ƳŜǘǊƽǿ ǊƻȊŎƛťǘƻ ƴŀ ŎȊǘŜǊȅ ƪŀǿŀƱƪƛ ǇŀǊŀƳƛ ǊƽǿƴŜƧ 

ŘƱǳƎƻǏŎƛ ƛ ȊōǳŘƻǿŀƴƻ Ȋ ǘŜƎƻ ǊŀƳƛť ƻƪƴŀΦ Wŀƪ ŘƻōǊŀŏ ŘƱǳƎƻǏŎƛ ǘȅŎƘ ƪŀǿŀƱƪƽǿΣ ōȅ ǇǊȊŜȊ ǘŀƪ 

ǎƪƻƴǎǘǊǳƻǿŀƴŜ ƻƪƴƻ ǿǇŀŘŀƱƻ ƴŀƧǿƛťŎŜƧ ǏǿƛŀǘƱŀΦ 

 

hǘǿƽǊȊƳȅ plik  LO 12 ekstremum okno.ggb. 

¢ƻ ȊŀŘŀƴƛŜ ǊŀŎƘǳƴƪƻǿƻ ƧŜǎǘ ƱŀǘǿƛŜƧǎȊŜ ƛ ƴƛŜ ǿȅƳŀƎŀ ȊƴŀƧƻƳƻǏŎƛ ǊŀŎƘǳƴƪǳ ǊƽȍƴƛŎȊƪƻǿŜƎƻΣ 

tylko funkcji kwadratowej.  

Obliczmy:  

Wymiary okna to  a = x i  b= 8-x Φ tƻƭŜ ƪƻƱŀ Ґ  S=x(8-x). Miejsca zerowe tej funkcji to x1=0  i x2 

=8. ½ŀǘŜƳ ƻŘŎƛťǘŀ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪŀ ǇŀǊŀōƻƭƛ ǇǊȊȅƧƳǳƧŜ ǿŀǊǘƻǏŏ x=4. Zatem okno o maksymalnym 

Ǉƻƭǳ Ǉƻǿƛƴƴƻ ƳƛŜŏ ǿȅƳƛŀǊȅ ƪǿŀŘǊŀǘǳ ƻ ōƻƪǳ 4 m. 

¢ƻ ǿƱŀǏƴƛŜ ƳƻȍŜƳȅ ƻŘŎȊȅǘŀŏ ǊƽǿƴƛŜȍ Ȋ ǿȅƪǊŜǎǳ. 
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rys. 25 

 
rys. 26 

/ƛŜƪŀǿŜ ŜŦŜƪǘȅ ŘŀƧŜ ǇƻȊƻǎǘŀǿƛŜƴƛŜ ǏƭŀŘǳ ƻǎǘŀǘƴƛŜƎƻ ƪŀǿŀƱƪŀ ōŜƭƪƛ ǿ ǘǊŀƪŎƛŜ ƻōǊŀŎŀƴƛŀ  ǊȅǎΦ 

26.  

 

Zadanie 3 

bŀ ƪǳƭƛ ƻ ǇǊƻƳƛŜƴƛǳ о ŎƳ ƻǇƛǎŀƴƻ ǎǘƻȍŜƪ ǎǘȅŎȊƴȅ Řƻ ǇƻŘǎǘŀǿȅ ƪǳƭƛ ƛ ǇƻōƻŎȊƴƛŎȅ ǎǘƻȍƪŀΦ Wŀƪ 

ǎƛť ȊŀŎƘƻǿǳƧŜ ƻōƧťǘƻǏŏ ǎǘƻȍƪŀ ǿ ȊŀƭŜȍƴƻǏŎƛ ƻŘ ƧŜƎƻ ǿȅǎƻƪƻǏŎƛΚ 

 

 
rys. 27 

 

[h мн ŜƪǎǘǊŜƳǳƳ ǎǘƻȍŜƪ.ggb. 

¦ŎȊƴƛƻǿƛŜ ǎŀƳƻŘȊƛŜƭƴƛŜ ƻŘŎȊȅǘŀƧŊ ƛ ǇŜǿƴƛŜ ǊƽǿƴƛŜȍ ǎŀƳƻŘȊƛŜƭƴƛŜ ǊƻȊǿƛŊȍŊ ǘƻ ȊŀŘŀƴƛŜΦ 

½ŀŘŀƴƛŜ Ƴƻȍƴŀ ǘŜȍ ǊƻȊǿƛŊȊŀŏ ƴŀ ǇƱŀǎȊŎȊȅȋƴƛŜΣ ƎŘȅȍ ǎǘƻȍŜƪ ōťŘȊƛŜ ƳƛŀƱ ƻōƧťǘƻǏŏ ƴŀƧƳƴƛŜƧǎȊŊ 

ǿǘŜŘȅΣ ƎŘȅ ǘǊƽƧƪŊǘ ƻǇƛǎŀƴȅ ƴŀ ƻƪǊťƎǳ ōťŘŊŎȅ ǇǊȊŜƪǊƻƧŜƳ ƪǳƭƛ ōťŘȊƛŜ ƳƛŀƱ ƴŀƧƳniejsze pole. 

hōƧťǘƻǏŏ ǎǘƻȍƪŀ ƧŜǎǘ ƻōƧťǘƻǏŎƛŊ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ǘǊƽƧƪŊǘƽǿ ƻōǊŀŎŀƧŊŎȅŎƘ ǎƛť ǿƻƪƽƱ ƻǎƛ ǎǘƻȍƪŀΦ 
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½ŀƧťŎƛŀ мн 

 

Temat: OBRAZ W MUZEUM 

 

tǊƻōƭŜƳ ƻǇƛǎŀƴȅ ǿ ǘŜƧ ƭŜƪŎƧƛ ƧŜǎǘ ȊŀŘŀƴƛŜƳ ƴŀ ǇƻǎȊǳƪƛǿŀƴƛŜ ŜƪǎǘǊŜƳǳƳΣ ŀƭŜ ōŜȊ ǳȍȅŎƛŀ 

ƴŀǊȊťŘȊƛ ŀƭƎŜōǊȅ ƛ ŀƴŀƭƛȊȅ ƳŀǘŜƳŀtycznej, natomiast z wykorzystaniem klasycznej geometrii. 

hƎƭŊŘŀƴƛŜ ƻōǊŀȊƽǿ ǿ ƳǳȊŜǳƳ ȊŀǿƛŜǊŀ ǿ ǎƻōƛŜ ŎƛŜƪŀǿȅ ŀǎǇŜƪǘ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎȊƴȅΦ 

WŜǏƭƛ ƧŀƪƛǏ ƻōǊŀȊ ƭǳō ƛƴƴȅ ƻōƛŜƪǘ ȊŀǿƛŜǎȊƻƴȅ ƧŜǎǘ ǿ ƳǳȊŜǳƳ ƴŀ ǏŎƛŀƴƛŜ ŘƻǏŏ ǿȅǎƻƪƻ όǿȅȍŜƧ ƴƛȍ 

ǇƻȊƛƻƳ ƻŎȊǳ ƻŘǿƛŜŘȊŀƧŊŎȅŎƘ ƳǳȊŜǳƳ), ǘƻ ƴŀǎǳǿŀ ǎƛť ǇȅǘŀƴƛŜΥ Ȋ ƧŀƪƛŜƧ ƻŘƭŜƎƱƻǏŎƛ ǿƛŘȊƛƳȅ ǘŜƴ 

ƻōǊŀȊ ƻǇǘȅƳŀƭƴƛŜΣ ŎȊȅƭƛ Ƨŀƪƻ ƴŀƧǿƛťƪǎȊȅΦ 

 

aŀǘŜƳŀǘȅƪ ȊŀǇȅǘŀƱōȅ Ǉƻ ǇǊƻǎǘǳΥ ƪƛŜŘȅ ƪŊǘ ǿƛŘȊŜƴƛŀ ǿȅǎƻƪƻ ȊŀǿƛŜǎȊƻƴŜƎƻ ƻōǊŀȊǳ ƧŜǎǘ 

ƴŀƧǿƛťƪǎȊȅΚ 

 
rys. 28 

 

Tym razem nie ma przygotowanego pliku GeoGebry. Do ǇƻƴƛȍǎȊŜƎƻ ƻǇƛǎǳ ǇǊƻǎȊť 

ǎƪƻƴǎǘǊǳƻǿŀŏ ǎŀƳƻŘȊƛŜƭƴƛŜ Ǉƭƛƪ DDΦ 

 

tƻǇŀǘǊȊƳȅ ƴŀ ǊȅǎǳƴŜƪ нуΦ _ŀǘǿƻ ȊŀǳǿŀȍȅŏΣ ȍŜ ǎǘƻƧŊŎ ōƭƛǎƪƻ ǏŎƛŀƴȅ ƴŀ ƪǘƽǊŜƧ ȊŀǿƛŜǎȊƻƴȅ ƧŜǎǘ 

ƻōǊŀȊΣ ƪŊǘ ƧŜƎƻ ǿƛŘȊŜƴƛŀ ƧŜǎǘ ƳŀƱȅ όƪŊǘ 
3aύΦ tƻŘƻōƴƛŜΣ ƎŘȅ ǎǘŀƴƛŜƳȅ ŘŀƭŜƪƻ ƻŘ ǏŎƛŀƴȅ ς ƪŊǘ 1a

Φ aƻȍƴŀ ǿƛťŎ ǇǊȊȅǇǳǎȊŎȊŀŏΣ ȍŜ αǇƻ ŘǊƻŘȊŜέ ƧŜǎǘ ǘŀƪƛŜ ƳƛŜƧǎŎŜ Ȋ ƪǘƽǊŜƎƻ ƪŊǘ ǿƛŘȊŜƴƛŀ ōťŘȊƛŜ 

ƴŀƧǿƛťƪǎȊȅ ς ƪŊǘ 2aΦ Wŀƪ ƧŜ ȊƴŀƭŜȋŏΚ  

 

aƻȍƴŀ ǿȅƪƻƴŀŏ ƪƻƳǇǳǘŜǊƻǿŊ ǎȅƳǳƭŀŎƧť ƻǇƛǎŀƴŜƎƻ ȊŘŀǊȊŜƴƛŀ ǿ ǇǊƻƎǊŀƳƛŜ DŜƻDŜōǊŀ 3D, 

ǿȅƪƻƴǳƧŊŎ ƻōƻƪ ŘȅƴŀƳƛŎȊƴŜƧ ƪƻƴǎǘǊǳƪŎƧƛ ǇǊȊŜǎǳǿŀƧŊŎŜƎƻ ǎƛť ƻōǎŜǊǿŀǘƻǊŀ ǿȅƪǊŜǎ ȊŀƭŜȍƴƻǏŎƛ 

ƳƛŀǊȅ ƪŊǘŀ ǿƛŘȊŜƴƛŀ ƻŘ ǇƻƱƻȍŜƴƛŀ ǘŜƎƻ ƻōǎŜǊǿŀǘƻǊŀ ǿȊƎƭťŘŜƳ ƻōǊŀȊǳ ς rys. 29. 
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aƻȍŜƳȅ ǎƻōƛŜ ǇƻƳƽŎ ǇǊƻƎǊŀƳŜƳ ƎŜƻƳŜǘǊƛƛ ŘȅƴŀƳƛŎȊƴŜƧ ǘȅǇǳ /ŀōǊƛ ŎȊȅ DŜƻDŜōǊŀΣ ƪǘƽǊŜ 

ǏǿƛŜǘƴƛŜ ƴŀŘŀƧŜ ǎƛť Řƻ ƛƭǳǎǘǊƻǿŀƴƛŀ ƛ ŀƴŀƭƛȊƻǿŀƴƛŀ ǇǊƻōƭŜƳƽǿ ǘŜƎƻ ǘȅǇǳΦ 5ƻ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ 

ƴŀǎȊŜƎƻ ǇǊƻōƭŜƳǳ ǇƻǎƱǳȍȅƳȅ ǎƛť ŘǿƻƳŀ ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŀƳƛΥ 

 

Twierdzenie 

²ǎȊȅǎǘƪƛŜ ƪŊǘȅ ǿǇƛǎŀƴŜ ƻǇŀǊǘŜ ƴŀ ǘȅƳ ǎŀƳȅƳ Ʊǳƪǳ ƻƪǊťƎǳ ǎŊ ǊƽǿƴŜ, 

 

Twierdzenie 

KŊǘ ǿǇƛǎŀƴȅ ƧŜǎǘ Řǿŀ ǊŀȊȅ ƳƴƛŜƧǎȊȅ ƻŘ ƪŊǘŀ ǏǊƻŘƪƻǿŜƎƻ ƻǇŀǊǘŜƎƻ ƴŀ ǘȅƳ ǎŀƳȅƳ Ʊǳƪǳ 

ƻƪǊťƎǳ.  

 

Niech odcinek AB ōťŘȊƛŜ ƻŘǇƻǿƛŜŘƴƛƪƛŜƳ ȊŀǿƛŜǎȊƻƴŜƎƻ ƴŀ ǏŎƛŀƴƛŜ ƻōǊŀȊǳΦ /ȊƱƻǿƛŜƪ 

ƻƎƭŊŘŀƧŊŎȅ ƻōǊŀȊ ƳƻȍŜ ǎǘŀƴŊŏ ōƭƛȍŜƧ ƭǳō ŘŀƭŜƧ ƻŘ ƴƛŜƎƻΦ WŜƎƻ ƻŎȊȅ ǇǊȊŜǎǳǿŀƧŊ ǎƛť Ǉƻ ǇǊƻǎǘŜƧΣ 

ƪǘƽǊŊ ƴŀȊǿƛŜƳȅ ǇƻȊƛƻƳŜm oczu.  !ōȅ ȊƴŀƭŜȋŏ ƳƛŜƧǎŎŜ Ȋ ƪǘƽǊŜƎƻ ƻƎƭŊŘŀƳȅ ƻōǊŀȊ ǇǊȊȅ 

ƴŀƧǿƛťƪǎȊȅƳ ƪŊŎƛŜ ǿƛŘȊŜƴƛŀ ǿȅƪƻǊȊȅǎǘŀƳȅ ǿȅȍŜƧ ǿǎǇƻƳƴƛŀƴŜ ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ ƻ ƪŊǘŀŎƘ 

wpisanych. 

 

 
rys. 29 

 

²ŎȊŜǏƴƛŜƧ ƧŜŘƴŀƪ ǇƻȊƴŀƧƳȅ ǘȊǿΦ _ǳƪƛ Talesa. 

_ǳƪ ƻƪǊťƎǳ ǇǊȊŜŎƘƻŘȊŊŎŜƎƻ ǇǊȊŜȊ Ǉǳƴƪǘȅ ƪƻƵŎƻǿŜ ƻŘŎƛnka AB jest miejscem geometrycznym 

ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ǇǳƴƪǘƽǿΣ Ȋ ƪǘƽǊȅŎƘ ǘŜƴ ƻŘŎƛƴŜƪ ǿƛŘŀŏ ǇƻŘ ǘȅƳ ǎŀƳȅƳ ƪŊǘŜƳΦ _ŀǘǿƻ ȊŀǳǿŀȍȅŏΣ ȍŜ 

ƛƳ ǿƛťƪǎȊȅ ǇǊƻƳƛŜƵ ǘŜƎƻ Ʊǳƪǳ ǘȅƳ ƪŊǘ ƧŜǎǘ ƳƴƛŜƧǎȊȅΦ 

_ǳƪ ǘŜƴ ƴƻǎƛ ƴŀȊǿť Ʊǳƪǳ ¢ŀƭŜǎŀΦ ½ ƪŀȍŘŜƎƻ ƛƴƴŜƎƻ Ǉǳƴƪǘǳ ƴƛŜ ƭŜȍŊŎŜƎƻ ƴŀ ǘȅƳ Ʊǳƪǳ odcinek 

ōťŘȊƛŜ ǿƛŘƻŎȊƴȅ ǇƻŘ ƪŊǘŜƳ ŀƭōƻ ƳƴƛŜƧǎȊȅƳ όƎŘȅ Ǉǳƴƪǘ ƭŜȍȅ ǇƻȊŀ ƪƻƱŜƳ ς punkt R), albo 

ǿƛťƪǎȊȅƳ όƎŘȅ Ǉǳƴƪǘ ƭŜȍȅ ǿŜǿƴŊǘǊȊ ƻŘŎƛƴƪŀ ƪƻƱŀ ƻƎǊŀƴƛŎȊƻƴŜƎƻ ǘȅƳ ƱǳƪƛŜƳ ƛ ƻŘŎƛƴƪƛŜƳ ς 

punkt Q) ς rys. 30. 
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rys. 30 

 

Ustalmy punktem M ǇƻƱƻȍŜƴƛŜ ǿƛŘȊŀΣ ƻƎƭŊŘŀƧŊŎego obraz ς ǊȅǎΦ омΦ {ƪƻƴǎǘǊǳǳƧƳȅ Ʊǳƪ ¢ŀƭŜǎŀ 

ƪǘƽǊȅ ōťŘȊƛŜ ǇǊȊŜŎƘƻŘȊƛƱ ǇǊȊŜȊ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱŜƪ W ƪŊǘŀ ǿƛŘȊŜƴƛŀ ƻōǊŀȊǳ ǇǊȊŜȊ ǿƛŘȊŀ ǿ ƳǳȊŜǳƳΦ 

WŜƎƻ ǏǊƻŘŜƪ Ƴǳǎƛ ƭŜȍŜŏ ǿ ǇǊȊŜŎƛťŎƛǳ ǎȅƳŜǘǊŀƭƴŜƧ ƻŘŎƛƴƪŀ AB όǿǎȊŀƪ Ʊǳƪ ǇǊȊŜŎƘƻŘȊƛ ǇǊȊŜȊ 

punkty A i B) oraz symetralnej odcinka WA (lub WBύΣ ƎŘȅȍ ǇǊȊŜŎƘƻŘȊƛ ǇǊȊŜȊ Ǉǳƴƪǘ W. 

bŀ ǇƻŘǎǘŀǿƛŜ ǇƻǇǊȊŜŘƴƛŎƘ ǊƻȊǿŀȍŀƵ ƪŊǘ ǿƛŘȊŜƴƛŀ ƧŜǎǘ ƴŀƧǿƛťƪǎȊȅΣ ƎŘȅ Ʊǳƪ ¢ŀƭŜǎŀ ƧŜǎǘ 

ƴŀƧƳƴƛŜƧǎȊȅΦ ¢ƻ ǳȊȅǎƪǳƧŜƳȅ ǿǘŜŘȅΣ ƎŘȅ ǘŜƴ Ʊǳƪ ƧŜǎǘ ǎǘȅŎȊƴȅ Řƻ ǇǊƻǎǘŜƧ ǇƻȊƛƻƳǳ ƻŎȊǳ όǊȅǎΦ онύΦ 

 

 
rys. 31 

 
rys. 32 

 

¢ŀƪ ǿƛťŎ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŜƳ ȊŀŘŀƴƛŀ ƧŜǎǘ ǘŀƪŀ ǎȅǘǳŀŎƧŀΣ ǿ ƪǘƽǊŜƧ ƻŘŎƛƴŜƪ SW ƧŜǎǘ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱȅ Řƻ 

osi widzenia.  Konstrukcja punktu W jest bardzo prosta. 
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hȊƴŀŎȊƳȅ ǿȅǎƻƪƻǏŏ ƻōǊŀȊǳ AB przez H, ŀ ƻŘƭŜƎƱƻǏŏ Ǉǳƴƪǘǳ A od poziomu oczu przez h. 

Popatrzmy na rysunek 33. 

 
rys. 33 

 

²ƛŘŀŏ ƴŀ ƴƛƳΣ ȍŜ ǎƪƻǊƻ ƻƪǊŊƎ Ƴŀ ǇǊȊŜŎƘƻŘȊƛŏ ǇǊȊŜȊ Ǉǳƴƪǘȅ A i BΣ ǘƻ ƧŜƎƻ ǏǊƻŘŜƪ ƭŜȍȅ ƴŀ 

symetralnej k odcinka AB.  

! ǇƻƴƛŜǿŀȍ Ƴŀ ƻƴ ōȅŏ ǎǘȅŎȊƴȅ Řƻ ǇǊƻǎǘŜƧ ǇƻȊƛƻƳǳ ƻŎȊǳΣ ǿƛťŎ ǿȅǎǘŀǊŎȊȅ Ȋ Ǉǳƴƪǘǳ A lub B 

ǿȅƪǊŜǏƭƛŏ ŎȅǊƪƭŜƳ ƻƪǊŊƎ ƻ ǇǊƻƳƛŜƴƛǳ ōťŘŊŎȅƳ ƻŘƭŜƎƱƻǏŎƛŊ ǘŜƧ ǎȅƳŜǘǊŀƭƴŜƧ k od osi widzenia, 

czyli 

2

H
hr +=  

{ǇǊƽōǳƧƳȅ ǿȅȊƴŀŎȊȅŏ ǊŀŎƘǳƴƪƻǿƻ ǇƻƱƻȍŜƴƛŜ ǘŜƎƻ ǇǳƴƪǘǳΦ ¢ƻ ȊƴŀŎȊȅΣ ȍŜ ōťŘȊƛŜƳȅ ŎƘŎƛŜƭƛ 

ǿȅȊƴŀŎȊȅŏ ƻŘƭŜƎƱƻǏŏ Ǉǳƴƪǘǳ W όƻƪƻύ ƭǳō ǏǊƻŘƪŀ S ƻƪǊťƎǳ ƻŘ ǇƛƻƴƻǿŜƧ ǇǊƻǎǘŜƧΣ ƴŀ ƪǘƽǊŜƧ 

αȊŀǿƛŜǎȊƻƴȅέ ƧŜǎǘ ƻōǊŀȊΦ tǊȊȅƧƳƛƧƳȅ ƻȊƴŀŎȊŜƴƛŀ Ƨŀƪ ƴŀ Ǌȅǎǳƴƪǳ ǇƻƴƛȍŜƧΦ 

rys. 34 

 

YŊǘ ASD ƧŜǎǘ ǇǊȊȅǎǘŀƧŊŎȅ Řƻ ƪŊǘŀ ǿƛŘȊŜƴƛŀ a (dlaczego?) 

Wyznaczmy kolejno: 
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½ ŦŀƪǘǳΣ ȍŜ atg  jest dla )90,0[ 00Ía  ƧŜǎǘ ŦǳƴƪŎƧŊ ǊƻǎƴŊŎŊ ƛ Ȋ ŦŀƪǘǳΣ ȍŜ ǿ ƴŀǎȊŜƧ ǎȅǘǳŀŎƧƛ ƳƛŀǊŀ 

ƪŊǘŀ a ǿȊǊŀǎǘŀ Řƻ ǇŜǿƴŜƧ ǿŀǊǘƻǏŎƛ 0

max 90<a Σ ŀ ǇƻǘŜƳ ƳŀƭŜƧŜΣ ǿȅƴƛƪŀΣ ȍŜ ƳƛŀǊŀ ƪŊǘŀ a 

ǇǊȊȅƧƳƛŜ ǿŀǊǘƻǏŏ ƳŀƪǎȅƳŀƭƴŊ Řƭŀ ǘakiego xΣ Řƭŀ ƪǘƽǊŜƎƻ ǊƽǿƴƛŜȍ atg  ǇǊȊȅƧƳƛŜ ǿŀǊǘƻǏŏ 

ƳŀƪǎȅƳŀƭƴŊΦ  

tǊƻōƭŜƳ ǎǇǊƻǿŀŘȊŀ ǎƛť ǿƛťŎ Řƻ ȊƴŀƭŜȊƛŜƴƛŀ ƳŀƪǎƛƳǳƳ ŦǳƴƪŎƧƛΥ 

)(
)(

2 hHhx

xH
xf

+Ö+

Ö
=  

tǊȊȅǊƽǿƴǳƧŊŎ ƧŜƧ ǇƻŎƘƻŘƴŊ  

22

22

)]([

2)(
)('

hHhx

xHhHhHxH
xf

+Ö+

ÖÖ-+ÖÖ+Ö
=  

Řƻ ȊŜǊŀ όȊƎƻŘƴƛŜ Ȋ ǿŎȊŜǏƴƛŜƧǎȊȅƳ ȊŀƱƻȍŜƴƛŜƳΣ ȍŜ 0̧H ύ ƻǘǊȊȅƳŀƳȅ ǊƽǿƴŀƴƛŜΥ 

0)( 2 =Ö-+Ö xHhHhH  

 

{ƪŊŘ ƻǘǊȊȅƳǳƧŜƳȅ ǘŀƪƛŜ ǎŀƳƻ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŜ Ƨŀƪ ǇƻǇǊȊŜŘƴƛƻΥ 

)( hHhx +Ö=  

 

wƽǿƴƻǏŏ )( hHhx +Ö=  ǇǊȊȅǇƻƳƛƴŀ ƴŀƳΣ ȍŜ ǿȅȊƴŀŎȊƻƴŀ ǿŀǊǘƻǏŏ x jest ǏǊŜŘƴƛŊ 

ƎŜƻƳŜǘǊȅŎȊƴŊ wieƭƪƻǏŎƛ h oraz H+hΣ ŎȊȅƭƛ ŘƱǳƎƻǏŎƛ ƻŘŎƛƴƪƽǿ AC i BC. 

¢ŀ ǳǿŀƎŀ ƴŀǇǊƻǿŀŘȊŀ ƴŀǎ ƴŀ ƪƻƭŜƧƴŜΣ ŎȊǿŀǊǘŜ Ƨǳȍ Ȋ ƪƻƭŜƛ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŜ ȊŀŘŀƴƛŀΦ  

¶ narysujmy punkt !Ω symetryczny do A ǿȊƎƭťŘŜƳ ǇǊƻǎǘŜƧ ǇƻȊƛƻƳǳ ƻŎȊǳΣ 

¶ ȊƴŀƧŘȋƳȅ ǏǊƻŘŜƪ M odcinka !Ω.Σ 

¶ ǿȅƪǊŜǏƭƳȅ ǇƽƱƻƪǊŊƎ ƻ ǏǊƻŘƪǳ M i promieniu MB (rys. 34). 

¶  tǊȊŜŎƛťŎƛŜ ǘŜƎƻ ǇƽƱƻƪǊťƎǳ Ȋ ǇǊƻǎǘŊ ǇƻȊƛƻƳǳ ƻŎȊǳ ŘŀƧŜ ƴŀƳ ǎȊǳƪŀƴȅ Ǉǳƴƪǘ W. 

tƻȊƻǎǘŀǿƛŀƳȅ ŎȊȅǘŜƭƴƛƪƻǿƛ ǿȅƪŀȊŀƴƛŜ ǇƻǇǊŀǿƴƻǏŎƛ ǘŜƧ ƪƻƴǎǘǊǳƪŎƧƛ  
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rys. 35 

 

tǊƻōƭŜƳ ǘŜƴ ǳƪŀȊǳƧŜΣ Ƨŀƪ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪŀ ǿƪǊŀŘŀ ǎƛť ǿ ǊƽȍƴŜ ƳƛŜƧǎŎŀ ƴŀǎȊŜƎƻ ȍȅŎƛŀ, tam, gdzie 

ƴƛŜ ǎǇƻŘȊƛŜǿŀƭƛōȅǏƳȅ ǎƛť ǘŜƎƻΦ  

WŜǎǘ ǘƻ ƧŜǎȊŎȊŜ ƧŜŘŜƴ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ǘŜƎƻΣ Ŏƻ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎȅ ς ƘǳƳŀƴƛǏŎƛ ƴŀȊȅǿŀƧŊ Y¦[¢¦w+ 

a!¢9a!¢¸/½b+ a matematycy praktycy ς a!¢9a!¢¸Y+ {¢h{h²!b+Φ 

 

Zajęcia 13 
 
Temat: TWIERDZENIE PITAGORASA 
 

KONSTRUKCJA 1   
 

Celem konstrukcji LO14 pitagoras01.ggb jest wykazanie tezy twierdzenia Pitagorasa.  

 

² ƪǿŀŘǊŀŎƛŜ ǳƳƛŜǎȊŎȊŀƳȅ ǘǊƽƧƪŊǘ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅ ƻ ǇǊȊȅǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅŎƘ a i b i 

ǇǊȊŜŎƛǿǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴŜƧ ƻ ōƻƪǳ cΦ όŎȊŜǊǿƻƴȅ ǘǊƽƧƪŊǘ ƴŀ ǊȅǎΦ осύΦ tƻŘƻōƴƛŜ ƪƻƴǎǘǊǳǳƧŜƳȅ ǘǊȊȅ 

ǇǊȊȅǎǘŀƧŊŎŜ Řƻ ƴƛŜƎƻ ǘǊƽƧƪŊǘȅ ƛ Ȋŀ ǇƻƳƻŎŊ ǎǳǿŀƪƽǿ ȊƳƛŜƴƛŀƳȅ ƪƻƴŦƛƎǳǊŀŎƧť Řƻ ƻǎǘŀǘƴƛŜƧ ŦŀȊȅΣ 

ǿ ƪǘƽǊŜƧ ǿƛŘȊƛƳȅΣ ȍŜ αōƛŀƱŜ ǇƻƭŜέ ƪǘƽǊŜ ǎǘŀƴƻǿƛƱƻ ƻōǎȊŀǊ ƪǿŀŘǊŀǘǳ ƻ ōƻƪǳ cΣ ȊŀƳƛŜƴƛƱƻ ǎƛť ǘŜǊŀȊ 

na dwa kwadraty o bokach a i cΦ  ½ŀǘŜƳ ƧŜȍŜƭƛ ǘȅƭƪƻ ǘǊƽƧƪŊǘ ƧŜǎǘ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅΣ ǘƻ  

c2 = a2 +b2 



 

46 

 
rys. 36 

 
rys. 37 

 

 
rys. 38 

 
rys. 39 

 

KONSTRUKCJA 2   
 

hǘǿƽǊȊƳȅ Ǉƭƛƪ LO14 -pitagoras02.ggb 

 

¢ŀ ƪƻƴǎǘǊǳƪŎƧŀ ƧŜǎǘ ƴƛŜƧŀƪƻ ǇƻǿǘƽǊȊŜƴƛŜƳ ǇƻǇǊȊŜŘƴƛŜƎƻ ŘƻǿƻŘǳ ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŀ tƛǘŀƎƻǊŀǎŀΣ ƭŜŎȊ 

ǘǊƽƧƪŊǘȅ ƻōǊŀŎŀƧŊ ǎƛť ŀ ƴƛŜ ǇǊȊŜǎǳǿŀƧŊΦ 

 

5ƻǿƽŘ ƴƛŜ ǿȅƳŀƎŀ ŎƘȅōŀ ȍŀŘƴȅŎƘ ƪƻƳŜƴǘŀǊȊȅΦ /ƛŜƪŀǿŜΣ ŎȊȅ ǳŎȊƴƛƻǿƛŜ ǇƻȊƴŀƧŊ ƛŘŜť 

dowodu?  

 

!ƭŜ ȊƻōŀŎȊƳȅ Ŏƻ ƧŜǎȊŎȊŜ ƴŀƳ ǎƛť ǳŘŀƱƻ ǇƻƪŀȊŀŏΦ 
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rys. 40 

 

 

Gdy suwaki P,Q i R ȊƴŀƧŘǳƧŊ ǎƛť ǿ ǇƻƱƻȍŜƴƛǳ ϦŘƻ ƭŜǿŜƧ ǎǘǊƻƴȅϦΣ ǿƽǿŎȊŀǎ ǇƻƭŜ ƪǿŀŘǊŀǘǳ ƻ 

ŘƱǳƎƻǏŎƛ ōƻƪǳ a+b wynosi (a+b)2.  

{ƪƱŀŘŀ ǎƛť ƴŀ ƴƛŜƎƻ ǇƻƭŜ ƪǿŀŘǊŀǘǳ ƻ ōƻƪǳ ŘƱǳƎƻǏŎƛ c ƻǊŀȊ Ǉƻƭŀ ŘǿƽŎƘ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƽǿ ƻ 

wymiarach ŀȰō. 

tƻ ǇǊȊŜǎǳƴƛťŎƛǳ ǎǳǿŀƪƽǿ ǿ ǇƻƱƻȍŜƴƛŜ ϦŘƻ ǇǊŀǿŜƧϦ ǿƛŘȊƛƳȅΣ ȍŜ ǘŜƴ ǎŀƳ ƪǿŀŘǊŀǘ ǎƪƱŀŘŀ ǎƛť Ȋ 

ŎȊǘŜǊŜŎƘ ŦƛƎǳǊΥ ŘǿƽŎƘ ƪǿŀŘǊŀǘƽǿ ƻ ōƻƪŀŎƘ ƻ ŘƱǳƎƻǏŎƛ ƻŘǇƻǿƛŜŘƴƛƻ a i b, oraz ŘǿƽŎƘ 

ǇǊȊȅǎǘŀƧŊŎȅŎƘ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƽǿ ƻ ǿȅƳƛŀǊŀŎƘ ŀȰō. 

²ƛŘŀŏ ǿƛťŎΣ ȍŜ 

(a+b)2= a2+ 2ab + b2 

 

/ƻ ŘŀƧŜ ƴŀƳ Ȋƴŀƴȅ ǿȊƽǊ ǎƪǊƽŎƻƴŜƎƻ ƳƴƻȍŜƴƛŀ Autorem tego dowodu jest podobno sam 

mistrz Pitagoras. 

 

KONSTRUKCJA 3 
 

¢ŜǊŀȊ ǇƻȊƴŀƳȅ ƪƛƭƪŀ ǘǿƛŜǊŘȊŜƵ ƪǘƽǊȅŎƘ ǎȊŎȊŜƎƽƭƴȅƳ ǘȅƭƪƻ przypadkiem jest twierdzenie 

Pitagorasa. 

 

hǘǿƽǊȊƳȅ Ǉƭƛƪ [hмп ǇƛǘŀƎƻǊŀǎлоΦƎƎō 

bŀ ōƻƪŀŎƘ ƭŀǘŀǿŎŀόŎȊǿƻǊƻƪŊǘ ƻ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱȅŎƘ ǇǊȊŜƪŊǘƴȅŎƘύ ǎƪƻƴǎǘǊǳƻǿŀƴƻ ƪǿŀŘǊŀǘȅΦ 

¶ Odczytaj ich pola. 

¶ Oblicz: poleA + poleB, oraz PoleC + poleD. 

¶ /ƻ ȊŀǳǿŀȍȅƱŜǏΚ 

¶ tǊȊŜǎǳƵ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱŜƪ ƭatawca do punktu S. 

¶ /Ȋȅ ǇƻǘǊŀŦƛǎȊ ǎŦƻǊƳǳƱƻǿŀŏ ƻŘƪǊȅǘŊ ǿƱŀǎƴƻǏŏ ǘǊƽƧƪŊǘŀΣ ƪǘƽǊȅ ǇƻǿǎǘŀƱ Ȋ ƭŀǘŀǿŎŀΚ 

¶ tǊȊŜǎǳƵ ǘŜǊŀȊ Ǉǳƴƪǘ N do punktu S=M. 

¶ hǘǊȊȅƳŀƱŜǏ ǘǊƽƧƪŊǘ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅΦ  

¶ Wŀƪƛ ȊǿƛŊȊŜƪ ȊŀŎƘƻŘȊƛ ǘŜǊŀȊ ǇƻƳƛťŘȊȅ ǇƻƭŀƳƛ ǿƛŘƻŎȊƴȅŎƘ ƪǿŀŘǊŀǘƽǿΚ 
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²ȅƪƻƴǳƧŊŎ ƻǇƛǎŀƴŜ ǇƻƭŜŎŜƴƛŀ ŘƻǎǘǊȊŜƎŀƳȅΣ ȍŜΥ 

 

 
rys. 41 

 

Twierdzenie 

WŜȍŜƭƛ ǇǊȊŜƪŊǘƴŜ ŎȊǿƻǊƻƪŊǘŀ ǎŊ Řƻ ǎƻōƛŜ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŜΣ ǿƽǿŎȊŀǎ ǎǳƳŀ Ǉƽƭ ƪǿŀŘǊŀǘƽǿ 

ȊōǳŘƻǿŀƴȅŎƘ ƴŀ ǇǊȊŜŎƛǿƭŜƎƱȅŎƘ ōƻƪŀŎƘ ǘŜƎƻ ŎȊǿƻǊƻƪŊǘŀ ƧŜǎǘ ǘŀƪŀ ǎŀƳŀΦ  

 

DŘȅ ǇǊȊŜǎǳƴƛŜƳȅ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱŜƪ ƭŀǘŀǿŎŀ Řƻ Ǉǳƴƪǘǳ S, ǿƽǿŎȊŀǎ ΦǳȊȅǎƪǳƧŜƳȅ ƪƻƭŜƧƴŊ ƘƛǇƻǘŜȊťΥ 

 

Twierdzenie 

² ŘƻǿƻƭƴȅƳ ǘǊƽƧƪŊŎƛŜ ǎǳƳŀ ƪǿŀŘǊŀǘƽǿ ȊōǳŘƻǿŀƴȅŎƘ ƴŀ ƧŜŘƴȅƳ Ȋ ƧŜƎƻ ƪǊƽǘǎȊȅŎƘ ōƻƪƽǿ ƛ 

ƴŀ ǊȊǳŎƛŜ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅƳ ŘǊǳƎƛŜƎƻ ōƻƪǳ ƴŀ ƴŀƧŘƱǳȍǎȊȅ ōƻƪ ƧŜǎǘ ǘŀƪŀ ǎŀƳŀ Řƭŀ ƻōǳ ƪǊƽǘǎȊȅŎƘ 

ōƻƪƽǿΦ 
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rys. 42 

 

LƴŀŎȊŜƧ ƳƽǿƛŊŎ Ȋƴƻǿǳ ǎǳƳŀ Ǉƽƭ ƪǿŀŘǊŀǘƽǿ ŎȊŜǊǿƻƴȅŎƘ ƛ ƴƛŜōƛŜǎƪƛŎƘ ƧŜǎǘ ǘŀƪŀ ǎŀƳŀ ς rys 42.  

 

DŘȅ ȊŀǏ ǇǊȊŜǎǳƴƛŜƳȅ Ǉǳƴƪǘ N Řƻ Ǉǳƴƪǘƽǿ S=M, otrzymujemy tradycyjne twierdzenie 

tƛǘŀƎƻǊŀǎŀΣ ƎŘȅȍ ƪŊǘ ǇǊȊȅ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱǳ S Ƴŀ ƳƛŀǊť фл.̄ 

 

 
rys. 43 

 
 
 

 

KONSTRUKCJA 4  
 

hǘǿƽǊȊƳȅ Ǉƭƛƪ GeoGebry LO14 pitagoras04.ggb 
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¢ȅƳ ǊŀȊŜƳ ǎǇǊƽōǳƧŜƳȅ ǳŎȊƴƛƽǿ ƭƛŎŜǳƳ αǿƪǊťŎƛŏέ ƛ ȊŀǎƪƻŎȊȅŏ ƛŎƘ ƳƛƳƻ ŘƻōǊŜƧ ȊƴŀƧƻƳƻǏŎƛ 

twierdzenia Pitagorasa. 

 

bŀ ōƻƪŀŎƘ ǘǊƽƧƪŊǘŀ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴŜƎƻ ǎƪƻƴǎǘǊǳƻǿŀƴŜ ǎŊ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘȅΣ ŀƭŜ ǳŎȊƴƛƻǿƛŜ ƴƛŜ ǿƛŜŘȊŊΣ ǿ 

Ƨŀƪƛ ǎǇƻǎƽō ƧŜ ƪƻƴǎǘǊǳǳƧŜƳȅΦ  

 

ProƎǊŀƳ ǿȅȊƴŀŎȊŀ ǇƻƭŜ ǘȅŎƘ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƽǿ ƛ Ƴƻȍƴŀ ƧŜ ƻŘŎȊȅǘŀŏΦ bƛŜ Řƻǎȅŏ ǘŜƎƻΣ ǇǊƻƎǊŀƳ 

ǿȅȊƴŀŎȊŀ ǎǳƳť Ǉƽƭ ƳƴƛŜƧǎȊȅŎƘ ƪǿŀŘǊŀǘƽǿ ƛ ǇƻƭŜ ƴŀƧǿƛťƪǎȊŜƎƻΣ ŎȊŜǊǿƻƴŜƎƻ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘŀ ƛ 

ƻƪŀȊǳƧŜ ǎƛťΣ ȍŜ ǎǳƳŀ Ǉƽƭ ƳƴƛŜƧǎȊȅŎƘ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƽǿ ƧŜǎǘ Ǌƽǿƴŀ Ǉƻƭǳ ƴŀƧǿƛťƪǎȊŜƎƻΦ  

 

Wŀƪ ǘƻ ǎƛť ǎǘŀƱƻΚ /Ȋȅ ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ tƛǘŀƎƻǊŀǎŀ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ ǊƽǿƴƛŜȍ Řƭŀ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƽǿΚ 

 

½ ōƻƪǳ ŜƪǊŀƴǳ DŜƻDŜōǊȅ ǿƛŘƻŎȊƴȅ ƧŜǎǘ ǎǳǿŀƪΣ ƪǘƽǊŜƎƻ ȊƳƛŀƴŀ ǇƻǿƻŘǳƧŜ ȊƳƛŀƴť ǿƛŜƭƪƻǏŎƛ 

ǘȅŎƘ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƽǿΦ 

 

Wŀƪ ȊƳƛŜƴƛŀƧŊ ǎƛť ǘŜ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘȅ ǿ ǘǊŀƪŎƛŜ ǇǊȊŜǎǳǿŀƴƛŀ ǎǳǿŀƪŀΚ 

 

Tajemnica tkwi ǿ ǘȅƳΣ ȍŜ ǘǊƽƧƪŊǘȅ ǘŜ ǎŊ ǇƻŘƻōƴŜ ǿ ǘŀƪƛŜƧ ǎƪŀƭƛ ƧŀƪŊ ǿȅȊƴŀŎȊŀ ǿ ŘŀƴȅƳ 

ƳƻƳŜƴŎƛŜ ǎǳǿŀƪΦ /Ȋȅ ǳŎȊƴƛƻǿƛŜ ǎŊ ǘŜƎƻ ǏǿƛŀŘƻƳƛΣ ŎȊȅ ŘƻƧŘŊ Řƻ ǘŜƎƻ ǎŀƳƛΚ 

 
rys. 44 
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tǊȊȅ ǇŜǿƴȅƳ ǳƱƻȍŜƴƛǳ ǎǳǿŀƪŀ ǳŎȊƴƛƻǿƛŜ ƳƻƎŊ ȊŀǳǿŀȍȅŏΣ ȍŜ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘȅ ǇǊȊŜŎƘƻŘȊŊ ǿ 

kwadrŀǘȅΦ ²ŀǊǘƻǏŏ ǎǳǿŀƪŀ ǿƽǿŎȊŀǎ ƧŜǎǘ Ǌƽǿƴŀ мΦ 

Zmiana suwaka k ǇƻǿƻŘǳƧŜΣ ȍŜ ǎȊŜǊƻƪƻǏŏ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƽǿ ȊƳƴƛŜƧǎȊŀ ǎƛť όƎŘȅ k<1ύ ŀ ȊǿƛťƪǎȊŀΣ ƎŘȅ 

k>1.  

¢ƻ Ǉƻǿƛƴƴƻ Řŀŏ ƪŀȍŘŜƳǳ Řƻ ƳȅǏƭŜƴƛŀΣ ȍŜ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘȅ ǎŊ ǇƻŘƻōƴŜΦ 

½ŀǳǿŀȍΣ ȍŜ ƧŜȍŜƭƛ ȊǿƛŊȊŜƪ Ȋǿŀƴȅ ǘŜȊŊ ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŀ tƛǘŀƎƻrasa: 

a2+ b2 = c2 (*) 

ǇƻŘȊƛŜƭƛƳȅ ǎǘǊƻƴŀƳƛ ǇǊȊŜȊ ƭƛŎȊōť k ǊƽȍƴŊ ƻŘ ȊŜǊŀΣ ǘƻ ƻǘǊȊȅƳŀƳȅ ȊǿƛŊȊŜƪΥ 

ŀϊƪŀ Ҍōϊƪō Ґ ŎϊƪŎ 

ƪǘƽǊȅ ƻȊƴŀŎȊŀΣ ȍŜ ǎǳƳŀ Ǉƽƭ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƽǿ ƻ ōƻƪŀŎƘ a,ka oraz b,bk ȊōǳŘƻǿŀƴȅŎƘ ƴŀ ƪǊƽǘǎȊȅŎƘ 

bokach a i b ǘǊƽƧƪŊǘŀ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴŜƎƻ ƧŜǎǘ Ǌƽǿƴȅ Ǉƻƭǳ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘŀ c,ck, zbudowanego na 

ƴŀƧŘƱǳȍǎȊȅƳ ƧŜƎƻ ōƻƪǳΦ 

tƻŘƻōƴƛŜ Ƴƻȍƴŀ ōǳŘƻǿŀŏ ƛƴƴŜ ŦƛƎǳǊȅ ǇƻŘƻōƴŜ ƴŀ ōƻƪŀŎƘ ǘǊƽƧƪŊǘŀ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴŜƎƻΦ WŜǏƭƛ ōťŘŊ 

ǘƻ ƴŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ǇƽƱƪƻƭŀ ǿƽǿŎȊŀǎ ǊƽǿƴƻǏŏ όϝύ ƴŀƭŜȍȅ ǇƻƳƴƻȍȅŏ ǇǊȊŜȊ /̄8 . 

!ǳǘƻǊŜƳ ǘŜƎƻ ŘƻǿƻŘǳ ŀƭŜ ǘȅƭƪƻ Řƭŀ ƪǿŀŘǊŀǘƽǿ ȊōǳŘƻǿŀƴȅŎƘ ƴŀ ōƻƪŀŎƘ ǘǊƽƧƪŊǘŀ 

ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴŜƎƻ  ƧŜǎǘ bƛǎǎƛǊ-ed-Dina (1594 r.) 

 

KONSTRUKCJA 5  
 

{ǇǊƽōǳƧƳȅ ƻŘƪǊȅŏ ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜΣ Řƭŀ ƪǘƽǊŜƎƻ ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŀ tƛǘŀƎƻǊŀǎŀ ƧŜǎǘ ǎȊŎȊŜƎƽƭƴȅƳ 

ǇǊȊȅǇŀŘƪƛŜƳΦ ²ȅƪƻƴŀƧƳȅ ƪƻƴǎǘǊǳƪŎƧť DŜƻDŜōǊȅ ƻ ƴŀȊǿƛŜ LO14 pitagoras5.ggb  

¶ ¦ǘǿƽǊȊƳȅ Řƻǿƻƭƴȅ ǘǊƽƧƪŊǘ ƻǎǘǊƻƪŊǘƴȅ ABC.  

¶ bŀ ƧŜƎƻ ƴŀƧŘƱǳȍǎȊȅƳ ōƻƪǳ ǳǘǿƽǊȊƳȅ ƪǿŀŘǊŀǘ ABKL.  

¶ Na boku AC ōǳŘǳƧŜƳȅ ƴƛŜōƛŜǎƪƛ ƪǿŀŘǊŀǘ ƻ ōƻƪǳ ŘƱǳƎƻǏŎƛ b. 

¶ Na boku BC ƪƻƴǎǘǊǳǳƧŜƳȅ ȊƛŜƭƻƴȅ ǊƽǿƴƻƭŜƎƱƻōƻƪ ƻ ōƻƪŀŎƘ ŘƱǳƎƻǏŎƛ a i b.  

¶ bŀ ōƻƪǳ ƴƛŜōƛŜǎƪƛŜƎƻ ƪǿŀŘǊŀǘǳ ǇǊȊŜŎƛǿƭŜƎƱȅƳ Řƻ AC ŘƻōǳŘƻǿŀƴƻ ǊƽǿƴƛŜȍ ȊƛŜƭƻƴȅ 

ǊƽǿƴƻƭŜƎƱƻōƻƪ ƻ ōƻƪŀŎƘ ŘƱǳƎƻǏŎƛ b i a.  

¶ hōŀ ȊƛŜƭƻƴŜ ǊƽǿƴƻƭŜƎƱƻōƻƪƛ ǎŊ ǇǊȊȅǎǘŀƧŊŎŜΦ  

¶ 5ƻ ǊƽǿƴƻƭŜƎƱƻōƻƪǳ ǊƻȊǇƛťǘȅƳ ƴŀ ōƻƪǳ BC ŘƻōǳŘƻǿŀƴȅ ƧŜǎǘ ȍƽƱǘȅ ƪǿŀŘǊŀǘ ƻ ōƻƪǳ 

ŘƱǳƎƻǏŎƛ a. 
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tƻǊǳǎȊŀƧŊŎ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƛŜƳ C ƳƻȍŜƳȅ ŘƻǇǊƻǿŀŘȊƛŏ Řƻ ǎȅǘǳŀŎƧƛΣ ǿ ƪǘƽǊŜƧ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ƪƻƭƻǊƻǿŜ 

ŦƛƎǳǊȅ ƳƛŜǎȊŎȊŊ ǎƛť ǿ ƪǿŀŘǊŀŎƛŜ ƻ ōƻƪǳ AB ŘƱǳƎƻǏŎƛ cΦ ²ƽǿŎȊŀǎ ǎǳƳŀ Ǉƽƭ ǘȅŎƘ ŦƛƎǳǊ ǿȅƴƻǎƛ c2. 

 
rys. 45 

 

tƻǊǳǎȊŀƧŊŎ ǇǳƴƪǘŜƳ C ǘŀƪΣ ōȅ ǘǊƽƧƪŊǘ ABC ōȅƱ ƻǎǘǊƻƪŊǘƴȅ ȊƳƛŜƴƛŀƳȅ ǿǇǊŀǿŘȊƛŜ ƪǎȊǘŀƱǘ 

ǊƽǿƴƻƭŜƎƱƻōƻƪƽǿΣ ŀƭŜ ƴƛŜ ȊƳƛŜƴƛŀƳȅ ǎǳƳȅ Ǉƽƭ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ŎȊǘŜǊŜŎƘ ŎȊǿƻǊƻƪŊǘƽǿΦ ½ŀǿǎȊŜ 

wynosi ona c2Φ ½ŀ ƪŀȍŘȅƳ ǊŀȊŜƳ ǘȅƭŜ ȊŀōƛŜǊŀƳȅ ƻōǎȊŀǊǳ Ȋ ƪǿŀŘǊŀǘǳ ABKL, ile do niego 

dodajemy. 

hōƭƛŎȊƳȅ ǎǳƳť ǇƽƱ ŎȊǘŜǊŜŎƘ ŎȊǿƻǊƻƪŊǘƽǿ ƛƴŀŎȊŜƧΦ ²ȅƴƻǎƛ ƻƴŀΥ  

a2+ b2Ҍ нϊǇƻƭŜ ǊƽǿƴƻƭΦ 

hōƭƛŎȊƳȅ ǇƻƭŜ ǊƽǿƴƻƭŜƎƱƻōoku zbudowanego na boku CB ǘǊƽƧƪŊǘŀ ABC. 

wynosi ono: ōϊƘ 

Ale h/a = cos (ÏBCC') = cos (180o - |ÏACB|) = - cos (ÏACB), Ŏƻ ƻȊƴŀŎȊŀΣ ȍŜ ǇƻƭŜ ǘŜƎƻ 

ǊƽǿƴƻƭŜƎƱƻōƻƪǳ ƧŜǎǘ ǊƽǿƴŜ   - ŀϊōϊŎƻǎ όÏACB). 

Uwaga - Ȋƴŀƪ Ƴƛƴǳǎ ǿŜ ǿȊƻǊȊŜ ƴŀ ǇƻƭŜ ƴƛŜ ƻȊƴŀŎȊŀ ǿŎŀƭŜΣ ȍŜ ǇƻƭŜ ǘƻ ƧŜǎǘ ǳƧŜƳƴŜΣ ƎŘȅȍ 

cos(Ï!/.ύ ƧŜǎǘ ƭƛŎȊōŊ ǳƧŜƳƴŊΦ 
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Zatem h = - a cos (ÏACB) 

{ǘŊŘΥ 

c2 = a2 + b2 ҌнϊbϊƘ Ґ a2 + b2 - нϊŀϊōϊŎƻǎ όÏACB) 

²ȊƽǊ ǘŜƴ ƻŘƪǊȅƱ ŦǊŀƴŎǳǎƪƛ ŦƛȊȅƪ L ƳŀǘŜƳŀǘȅƪ Lazare Nicolas Marquerite Carnot (1753-1823). 

tƻȊǿŀƭŀ ƻƴ ǿȅȊƴŀŎȊȅŏ ǿ ŘƻǿƻƭƴȅƳ ǘǊƽƧƪŊŎƛŜ ǘǊȊŜŎƛ ōƻƪ ǘǊƽƧƪŊǘŀΣ ǿ ƪǘƽǊȅƳ ȊƴŀƳȅ ŘƱǳƎƻǏŎƛ 

ŘǿƽŎƘ ǇƻȊƻǎǘŀƱȅŎƘ ōƻƪƽǿΦ 

 

KONSTRUKCJA 6  
 

¢ǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ tƛǘŀƎƻǊŀǎŀ ȊƴŀƴŜ ƧŜǎǘ ƴŀ ƻƎƽƱ Ƨŀƪƻ ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ ǇƭŀƴƛƳŜǘǊƛƛΦ  {ǇǊƽōǳƧƳȅ ƻŘƴŀƭŜȋŏ 

jego przestrzenny odpowiednik.  

 

¢ǊȊŜōŀ ȊōǳŘƻǿŀŏ ǿ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƛ ŎƻǏΣ Ŏƻ ƻŘǇƻǿƛŀŘŀƱƻōȅ ǘǊƽƧƪŊǘƻǿƛ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴŜƳǳΦ 

hŘǇƻǿƛŜŘƴƛƪƛŜƳ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƴȅƳ ǘǊƽƧƪŊǘŀ ƧŜǎǘ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴΣ ǿƛťŎ ǎǇǊƽōǳƧƳȅ ȊōǳŘƻǿŀŏ 

ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅΣ ǘƻ ȊƴŀŎȊȅ ǘŀƪƛΣ ǿ ƪǘƽǊȅƳ ǘǊȊȅ ǏŎƛŀƴȅ ǎŊ ǘǊƽƧƪŊǘŀƳƛ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅƳƛΦ 

bŀƧƭŜǇƛŜƧ ȊōǳŘƻǿŀŏ Ǝƻ ƴŀ ōŀȊƛŜ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΣ ƎŘȅȍ ƳŀƳȅ ǿƽǿŎȊŀǎ ȊŀǇŜǿƴƛƻƴŜ ƛǎǘƴƛŜƴƛŜ 

ǘǊƽƧƪŊǘƽǿ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅŎƘΦ ²ȅǘƴƛƧƳȅ Ǝƻ ǿƛťŎ Ȋ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ - ǘŀƪƛ ŦǊŀƎƳŜƴǘ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ƴŀȊȅǿŀƳȅ 

ǊƻȍƪƛŜƳ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ.  

hǘǿƽǊȊƳȅ Ǉƭƛƪ  LO 14 pitagoras 06 a.ggb  w GeoGebrze 3D. 

tƻƴƛȍǎȊȅ ǊȅǎǳƴŜƪ ǇǊȊŜŘǎǘŀǿƛŀ ȊǊȊǳǘ ŜƪǊŀƴǳ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇŀ ǘǊƽƧǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴŜƎƻ ǿ ƪǘƽǊȅƳ ƻŘŎȊȅǘŀƴŜ 

ǎŊ Ǉƻƭŀ ǘǊȊŜŎƘ ƳƴƛŜƧǎȊȅŎƘ ǏŎƛŀƴ ƛ ǎǳƳŀ ƛŎƘ ƪǿŀŘǊŀǘƽǿ ƻǊŀȊ ǇƻƭŜ ŎȊǿŀǊǘŜƧ ǏŎƛŀƴȅ ƛ ƧŜƧ ƪǿŀŘǊŀǘǳΦ 

2

 
rys. 46 
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WŜȍŜƭƛ ƻŘŎȊȅǘŀƳȅ Ǉƻƭŀ ǏŎƛŀƴ ǘŜƎƻ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ ǘǊƽƧǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴŜƎƻ ƛ ǇƻŘƴƛŜǎƛŜƳȅ ƧŜ Řƻ 

ƪǿŀŘǊŀǘǳ ǘƻ ƻƪŀȊǳƧŜ ǎƛťΣ ȍŜ ǎǳƳŀ ƪǿŀŘǊŀǘƽǿ Ǉƽƭ ǏŎƛŀƴ ōťŘŊŎȅŎƘ ǘǊƽƧƪŊǘŀƳƛ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅƳƛ ƧŜǎǘ 

Ǌƽǿƴŀ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿƛ Ǉƻƭŀ ǘŜƧ ŎȊǿŀǊǘŜƧ ǏŎƛŀƴȅ ƪǘƽǊŀ ƧŜǎǘ ǘǊƽƧƪŊǘŜƳ ǊƽǿƴƻōƻŎȊƴȅƳΦ  

9ƪǎǇŜǊȅƳŜƴǘȅ Ȋ DŜƻDŜōǊŊ ǿǎƪŀȊǳƧŊ ƴŀ ǘƻΣ ȍŜ ǘŀƪ ǎƛť ŘȊƛŜƧŜ Řƭŀ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇŀ ǳƳƛŜǎȊŎȊƻƴŜƎƻ ǿ 

ǎȊŜǏŎƛŀƴƛŜΣ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱƻǏŎƛŀƴƛŜ ƻ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƧ ǇƻŘǎǘŀǿƛŜ ƛ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱƻǏŎƛŀƴƛŜ ƻ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴŜƧ 

ǏŎƛŀƴƛŜΦ  

wƻȊǿŀȍƳȅ ǿƛťŎ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ǘǊȊȅ ǇǊȊȅǇŀŘƪƛΦ 

Przypadek 1 - LO 14 pitagoras 06 a.ggb 

DŘȅ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇ ȊōǳŘƻǿŀƴȅ ƧŜǎǘ ǿ ǎȊŜǏŎƛŀƴƛŜΦ 

tƻƭŜ ƪŀȍŘŜƧ ƳƴƛŜƧǎȊŜƧ ǏŎƛŀƴȅ ƧŜǎǘ ǊƽǿƴŜ , a 

kwadrat ƪŀȍŘŜƎƻ Ȋ ǘȅŎƘ Ǉƽƭ  . 

 

½ŀǘŜƳ ǎǳƳŀ ƪǿŀŘǊŀǘƽǿ Ǉƽƭ ǘǊȊŜŎƘ ǏŎƛŀƴ ƧŜǎǘ 

Ǌƽǿƴŀ . 

 

/ȊǿŀǊǘŀ ǏŎƛŀƴŀ ƧŜǎǘ ǘǊƽƧƪŊǘŜƳ ǊƽǿƴƻōƻŎȊƴȅƳ ƻ 

ƪǊŀǿťŘȊƛ ὥЍς. 

  
rys. 47 

WŜƧ ǇƻƭŜ ƧŜǎǘ ǿƛťŎ ǊƽǿƴŜ  
Ѝ Ѝ

. 

YǿŀŘǊŀǘ ǘŜƎƻ Ǉƻƭŀ ǿȅƴƻǎƛ ǿƛťŎ Σ Ŏƻ ǇƻǘǿƛŜǊŘȊŀ ƴŀǎȊŊ ƘƛǇƻǘŜȊťΦ 

Przypadek 2. LO 14 pitagoras 06 b.ggb 

² ǇǊȊȅǇŀŘƪǳ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇŀ ǳƳƛŜǎȊŎȊƻƴŜƎƻ ǿ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱƻǏŎƛŀƴƛŜ ƻ ǇƻŘǎǘŀǿƛŜ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƧ ƻ 

boku a ƛ ǿȅǎƻƪƻǏŎƛ b ǇǊƻōƭŜƳ ǘǊƻŎƘť ǎƛť ƪƻƳǇƭƛƪǳƧŜΦ 

Ǉƻƭŀ ǏŎƛŀƴ ōƻŎȊƴȅŎƘ ǘƻ ƭƛŎȊōȅ   ,   ,   ,   

a ich kwadraty     ,    ,     .    

{ǳƳŀ ƪǿŀŘǊŀǘƽǿ ǘȅŎƘ Ǉƽƭ ǘƻ ǿŀǊǘƻǏŏ          

²ȅȊƴŀŎȊƳȅ ƧŜǎȊŎȊŜ ǇƻƭŜ ǘǊȊŜŎƛŜƧ ǏŎƛŀƴȅ ƛ ƧŜƧ ƪǿŀŘǊŀǘΦ 

|Ŏƛŀƴŀ ǘŀ ƧŜǎǘ ǘǊƽƧƪŊǘŜƳ Ǌƽǿƴoramiennym (rys. 49) o bokach:  

 
!ōȅ ǿȅȊƴŀŎȊȅŏ ƪǿŀŘǊŀǘ Ǉƻƭŀ ǘŜƧ ǏŎƛŀƴȅ ȊǿǊƽŏƳȅ ǳǿŀƎťΣ ȍŜ ƪǿŀŘǊŀǘ ƧŜƧ ǇƻŘǎǘŀǿȅ ǘƻ ǿŀǊǘƻǏŏ 

2a ȊŀǏ ƪǿŀŘǊŀǘ ǿȅǎƻƪƻǏŎƛ ƧŜǎǘ Ǌƽǿƴȅ   
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{ǘŊŘ ǇƻƭŜ ǘŜƧ ŎȊǿŀǊǘŜƧ ǏŎƛŀƴȅ Ƴŀ ǘť ǎŀƳŊ ǿŀǊǘƻǏŏ Ŏƻ ǎǳƳŀ Ǉƽƭ ǘǊȊŜŎƘ ǇƻȊƻǎǘŀƱȅŎƘ ǏŎƛŀƴ ς 

proponǳƧť ǘƻ ǎǇǊŀǿŘȊƛŏΦ 

 

 
rys. 48 

 
 

 

rys. 49 

Przypadek 3 

¢ǳ ǇǊƻōƭŜƳ ƧŜǎǘ ŎŀƱƪƛŜƳ ǎƪƻƳǇƭƛƪƻǿŀƴȅ ς rys. 50.  

¢ǊȊŜŎƛŀ ǏŎƛŀƴŀ ǘŜƎƻ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇŀ Ƴŀ ǿȅƳƛŀǊȅΥ 

 

Dla wygody w obliczeniach przyjmijmy oznaczenia: 
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rys. 50 

 
rys. 51 

 

_ŀǘǿƻ ƻōƭƛŎȊȅŏ ǎǳƳť ƪǿŀŘǊŀǘƽǿ ǘǊȊŜŎƘ ǏŎƛŀƴ ōťŘŊŎȅŎƘ ǘǊƽƧƪŊǘŀƳƛ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅƳƛΦ ²ȅƴƻǎƛ 

ona: 

 
tƻƭŜ ŎȊǿŀǊǘŜƧ ǏŎƛŀƴȅ ǿȅȊƴŀŎȊȅƳȅ ǇǊȊȅ ǳȍȅŎƛǳ ǿȊƻǊŀ IŜǊƻƴŀ ƴŀ ǇƻƭŜ ŘƻǿƻƭƴŜƎƻ ǘǊƽƧƪŊǘŀ ǿ 

ƪǘƽǊȅƳ ȊƴŀƳȅ ŘƱǳƎƻǏŎƛ ōƻƪƽǿΦ  

tƻƴƛŜǿŀȍ ȊƎƻŘƴƛŜ Ȋ ǿǇǊƻǿŀŘȊƻƴȅƳ ƻȊƴŀŎȊŜƴƛŜƳ ōƻƪƛ ƴŀǎȊŜƎƻ ǘǊƽƧƪŊǘŀ ƳŀƧŊ ŘƱǳƎƻǏŎƛ k, l, m, 

ǿƛťŎ ǇƻƭŜ ǘŜƎƻ ǘǊƽƧƪŊǘŀ ǇǊȊȅƧƳǳƧŜ ǿŀǊǘƻǏŏΥ 

 
gdzie  

         (*) 

 

{ǘŊŘ ƪǿŀŘǊŀǘ Ǉƻƭŀ ǘŜƎƻ ǘǊƽƧƪŊǘŀ ǊƽȍƴƻōƻŎȊƴŜƎƻ ƧŜǎǘ ǊƽǿƴŜΥ 

 
Po podstawieniu za p ǿŀǊǘƻǏŎƛ όϝύ ƻǘǊȊȅƳŀƳȅ ƻǎǘŀǘŜŎȊƴƛŜΥ 

 
Co po redukcji daje: 
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W nawiasie zmieniam zŀǇƛǎ ǇƻȊƻǎǘŀǿƛŀƧŊŎ ǘť ǎŀƳŊ ǿŀǊǘƻǏŏΥ 

 
{ȊŜǏŏ ǇƛŜǊǿǎȊȅŎƘ ǎƪƱŀŘƴƛƪƽǿ ǘƻ ƪǿŀŘǊŀǘ ǎǳƳȅ ŘǊǳƎƛŎƘ ǇƻǘťƎ ƪΣ ƭ ƛ ƳΦ 

 
Ale    k2 = a2 + b2,  l2 = b2 + c2,  m2 = a2 +c2 

ǿƛťŎ 

 
/ƻ Ǉƻ ǊŜŘǳƪŎƧƛ ŘŀƧŜ ǿȅǊŀȍŜƴƛŜΥ 

 

 
/ƻ ƴŀƭŜȍŀƱƻ ǳŘƻǿƻŘƴƛŏΦ 

 

 

 

Zajęcia 14 
 

Temat: RZUTOWANIE O.L9Y¢j² о5 

 

¢ŜƳŀǘ ǘŜƴ ǇƻƧŀǿƛƱ ǎƛť Ƨǳȍ ǿ ƳŀǘŜǊƛŀƱŀŎƘ Řƻ ǎȊƪƻƱȅ ǇƻŘǎǘŀǿƻǿŜƧ ǿ ƪǘƽǊȅŎƘ ǳŎȊƴƛƻǿƛŜ ǇƻȊƴŀƭƛ 

ǇƻŘǎǘŀǿƻǿŜ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴȅ ŦƻǊŜƳƴŜ ƛ ƛŎƘ ǿƱŀǎƴƻǏŎƛΦ /Ȋŀǎ ƴŀ ǘƻ ōȅ ǿƛŜŘȊť ǘť ǇƻǎȊŜǊȊȅŏ ǿ 

ƪƛŜǊǳƴƪǳ ǘǿƻǊȊŜƴƛŀ ƛƴƴȅŎƘ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴƽǿΣ ƪǘƽǊȅŎƘ αǊƻŘȊƛŎŀƳƛ ǎŊ ǇƻȊƴŀƴŜ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴȅ ƛ ƳƛťŘȊȅ 

ƪǘƽǊȅƳƛ ƛǎǘƴƛŜƧŜ ƪƛƭƪŀ ŎƛŜƪŀǿȅŎƘ ǊŜƭŀŎƧƛ ƛ ǇǊƻōƭŜƳƽǿΦ  

bŀƧǇƛŜǊǿ ƧŜŘƴŀƪ ǇƻǊƻȊƳŀǿƛŀƳȅ ƻ ǇƻǎǘǊȊŜƎŀƴƛǳ ƻōƛŜƪǘƽǿ ƛ ƛŎƘ ǇǊȊŜŘǎǘŀǿƛŀƴƛǳ ǿ ǊƽȍƴŜƎƻ 

rodzaju rzutach. 

 

SPOSOBY RZUTOWANIA OBIEKTÓW 3D 
 

/Ȋȅ ƻƎƭŊŘŀƧŊŎ ƻǘŀŎȊŀƧŊŎŜ ƴŀǎ ǇǊȊŜŘƳƛƻǘȅ  ȊŘŀƧŜƳȅ ǎƻōƛŜ ǎǇǊŀǿť Ȋ ǘŜƎƻΣ Ŏƻ ǿƱŀǏŎƛǿƛŜ ǿƛŘȊƛƳȅΚ 

/Ȋȅ ǿƛŘȊƛƳȅ ǘŜƴ ƻōƛŜƪǘΣ ŎȊȅ ǘȅƭƪƻ ƧŜƎƻ ƻōǊŀȊ ƴŀ ǘƭŜ ƛƴƴȅŎƘ ƻōƛŜƪǘƽǿΚ ¢ƻΣ Ŏƻ ǿƛŘȊƛƳȅ ƧŜǎǘ ǘȅƭƪƻ 

ƻŘǿȊƻǊƻǿŀƴƛŜƳ ƻōƛŜƪǘƽǿ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƴȅŎƘ ƴŀ ǇŜǿƴŊ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴťΦ bƛŜȊǊƻȊǳƳƛŜƴƛŜ ǘŜƎƻ Ŧŀƪǘǳ 

ŘƻǇǊƻǿŀŘȊŀ Řƻ ƴƛŜǳƳƛŜƧťǘƴŜƎƻ przedstawiania obiektu przestrzennego na kartce papieru. 
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bŀǳŎȊŀƴƛŜ ǎǘŜǊŜƻƳŜǘǊƛƛ ǿŀǊǘƻ ǇƻǇǊȊŜŘȊƛŏ ŘȅǎƪǳǎƧŊ Ȋ ǳŎȊƴƛŀƳƛ ƛ ǳƪŀȊŀƴƛŜƳ ƭƛŎȊƴȅŎƘ 

ǇǊȊȅƪƱŀŘƽǿΣ ǿ ǘȅƳ ǿƛŜƭŜ Ȋ ƳƻŘŜƭŀƳƛΣ ƪǘƽǊŜ ƴŀǳŎȊŊ ƛŎƘ ǳƳƛŜƧťǘƴŜƎƻ ǎǇƻǎǘǊȊŜƎŀƴƛŀ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƛΦ 

5ƻōƽǊ ǘȅŎƘ ǇǊȊȅƪƱŀŘƽǿ ƳƻȍŜ ōŀǊŘȊƻ ǳŀǘǊŀƪŎȅƧƴƛŏ ƭŜƪŎƧŜ ǎǘŜǊŜƻƳŜǘǊƛƛ ƛ Ǉƻǎǘŀǿƛŏ ǳŎȊƴƛƽǿ ǇǊȊŜŘ 

bardzo ciekawymi problemami. 

wƻȊǿŀȍƳȅ ƴŀƧǇƛŜǊǿ ǇƱŀǎƪƛ ƻōƛŜƪǘ ȊŀǿƛŜǎȊƻƴȅ ƎŘȊƛŜǏ ǿ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƛ ƛ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴťΣ ƴŀ ƪǘƽǊŜƧ ǘƭŜ 

ƳƻȍŜƳȅ Ǝƻ ƻƎƭŊŘŀŏΦ bƛŜŎƘ ōťŘȊƛŜ ǘƻ Řƭŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘǳ ƳƻŘŜƭ ƪǿŀŘǊŀǘǳ ǿȅŎƛťǘŜƎƻ Ȋ ƪŀǊǘƻƴǳΦ DŘȅ 

ǇŀǘǊȊȅƳȅ ƴŀ ƴƛŜƎƻ ǿ ƪƛŜǊǳƴƪǳ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱȅƳ Řƻ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ ƪŀǊǘƻƴǳΣ ǿƽǿŎȊŀǎ ǿƛŘȊƛƳȅ Ǝƻ ǘŀƪΣ 

Ƨŀƪ ǿȅƎƭŊŘŀ ǿ ǊȊŜŎȊȅǿƛǎǘƻǏŎƛΦ DŘȅ ƧŜŘƴŀƪ ƪǿŀŘǊŀǘ ǘŜƴ ƻōǊƽŎƛƳȅ ƴƛŜŎƻΣ ǿƽǿŎȊŀǎ ƳƻȍŜƳȅ 

ȊƻōŀŎȊȅŏ Ǝƻ ƧŀƪƻΣ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘΣ ǊƽǿƴƻƭŜƎƱƻōƻƪ ŀ ƴŀǿŜǘ Ƨŀƪƻ ƻŘŎƛƴek. 

½ŀƳƛŀǎǘ ƻƎƭŊŘŀŏ ƳƻŘŜƭ ƪǿŀŘǊŀǘǳΣ ƳƻȍŜƳȅ ƻǏǿƛŜǘƭƛŏ ƳƻŘŜƭ ƪǊŀǿťŘȊƛƻǿȅ ƪǿŀŘǊŀǘǳ 

ǿȅƪƻƴŀƴŜƎƻ Ȋ ŘǊǳǘǳ ƛ ƻƎƭŊŘŀŏ ƧŜƎƻ ŎƛŜƵ ƴŀ ǇƱŀǎȊŎȊȅȋƴƛŜ ŜƪǊŀƴǳΦ WŀƪƛŜ ƪǎȊǘŀƱǘȅ ƳƻȍŜ ǇƻȊƻǎǘŀǿƛŏ 

ǘŜƴ ŎƛŜƵΚ ! ǿ ǇǊȊȅǇŀŘƪǳ ƳƻŘŜƭǳ ǘǊƽƧƪŊǘŀΣ ƻƪǊťƎǳΚ /Ȋȅ ǊȊǳǘ ŘƻǿƻƭƴŜƎƻ ǊƽǿƴƻƭŜƎƱƻōƻƪǳ ƳƻȍŜ 

ōȅŏ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘŜƳΣ ƪǿŀŘǊŀǘŜƳΚ Wŀƪ ȊƳƛŜƴƛŀ ǎƛť ƳƛŀǊŀ ǊȊǳǘǳ ƪŊǘŀ ǇƱŀǎƪƛŜƎƻ ǿ ȊŀƭŜȍƴƻǏŎƛ ƻŘ ƧŜƎƻ 

ǇƻƱƻȍŜƴƛŀ ǿȊƎƭťŘŜƳ ǊȊǳǘƴƛΚ ¢ŀƪƛŜ Ǉȅǘŀƴƛŀ ǎŀƳŜ ŎƛǎƴŊ ǎƛť ƴŀ ǳǎǘŀΣ ƧŜȍŜƭƛ ǎǘŜǊŜƻƳŜǘǊƛƛ ǳŎȊȅƳȅ 

ƳŜǘƻŘŀƳƛ ƻŘƪǊȅǿŎȊȅƳƛΦ ¢ƻ ǘȅƭƪƻ  ƴŀƳƛŀǎǘƪŀ ŏǿƛŎȊŜƵ Ȋ ƻōƛŜƪǘŀƳƛ ǇƱŀǎƪƛƳƛ ƻƎƭŊŘŀƴȅƳƛ ǿ 

przestrzeni.  

! Ŏƻ Ȋ ƻōƛŜƪǘŀƳƛ ǘǊƽƧǿȅƳƛŀǊƻǿȅƳƛΚ ¢Ŝ ǘŜȍ ƻƎƭŊŘŀƳȅ ƴŀ ǘƭŜ ǇŜǿƴŜƧ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅΦ bƛŜ ǿƛŘȊƛƳȅ 

ƛŎƘ ǿ ŎŀƱƻǏŎƛ ƎŘȅȍ ƳǳǎƛŜƭƛōȅǏƳȅ ǇŀǘǊȊŜŏ ƴŀ ƴƛŜ  ǊƽǿƴƻŎȊŜǏƴƛŜ Ȋ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ǎǘǊƻƴ ŀ ƻƎƭŊŘŀƳȅ 

tylko pewien ich fragment zwany rzutem. PatrȊŊŎ ƴŀ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴ ǿŀǊǘƻ ǇƻǘǊŀƪǘƻǿŀŏ ƧŜŘƴŊ Ȋ 

ƧŜƎƻ ǏŎƛŀƴ Ƨŀƪƻ ǇƻŘǎǘŀǿť ƛ ƻŘ ƴƛŜƧ ǊƻȊǇƻŎȊŊŏ ƪǊŜǏƭŜƴƛŜ ǊȊǳǘǳ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴǳΦ ² ȊŀƭŜȍƴƻǏŎƛ ƻŘ 

ƪƛŜǊǳƴƪǳ ƛ ǎǇƻǎƻōǳ ǊȊǳǘƻǿŀƴƛŀ όƪƛŜǊǳƴƪǳ ǿƛŘȊŜƴƛŀύ Ƨŀƪ ǘŜȍ ǇƻƱƻȍŜƴƛŀ ƻōƛŜƪǘǳ ǿȊƎƭťŘŜƳ 

ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅΣ ƴŀ ƪǘƽǊŊ ǊȊǳǘǳƧŜƳȅ ǊƻȊǊƽȍƴƛŀƳȅ ǿ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎŜ ǘǊȊȅ ǊȊǳǘȅΥ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅ, ǳƪƻǏƴȅ i 

perspektywiczny.  

 

² ǊȊǳŎƛŜ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅƳ ƪƛŜǊǳƴŜƪ ǊȊǳǘƻǿŀƴƛŀ ƧŜǎǘ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱȅ Řƻ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ ǊȊǳǘǳΦ wȊǳǘ 

ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅ ƻōƛŜƪǘǳ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƴŜƎƻ όǊȅǎΦ рнύ ƴƛŜ ƧŜǎǘ ŎƛŜƪŀǿȅΣ ƎŘȅȍ ƴŀƧŎȊťǏŎƛŜƧ ǿƛŘŀŏ ǿ ƴƛƳ 

tylko ƧŜŘƴŊ ϦǎǘǊƻƴťϦ ƻōƛŜƪǘǳΦ bǇΦ ǊȊǳǘ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ƳƻȍŜ ōȅŏ ƪǿŀŘǊŀǘŜƳΦ ² ǊȊǳŎƛŜ ǳƪƻǏƴȅƳ 

ǿƛŘŀŏ Ƨǳȍ ǿƛťŎŜƧΦ ² ǇǊȊȅǇŀŘƪǳ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ǿƛŘƻŎȊƴŜ ǎŊ Ƨǳȍ ǘǊȊȅ ǏŎƛŀƴȅΦ 5ǿƛŜ Ȋ ƴƛŎƘ ǇƻȊƻǎǘŀƧŊ 

ōŜȊ ȊƴƛŜƪǎȊǘŀƱŎŜƵ Ƨŀƪƻ ƪǿŀŘǊŀǘΣ ŀƭŜ ǘȅƭƪƻ ƧŜŘƴŊ Ȋ ƴƛŎƘ ǿƛŘŀŏΣ ŎƘȅōŀΣ ȍŜ ǎȊŜǏŎƛŀƴ ƧŜǎt 

ǇǊȊŜȋǊƻŎȊȅǎǘȅΦ  

bŀ Ǌȅǎǳƴƪǳ ро ǿƛŘƻŎȊƴȅ ƧŜǎǘ ǊȊǳǘ ǳƪƻǏƴȅ ǇǊȊŜȋǊƻŎȊȅǎǘŜƎƻ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΦ 
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wȊǳǘ ǇŜǊǎǇŜƪǘȅǿƛŎȊƴȅ ǇƻǿƻŘǳƧŜ ȊƳƴƛŜƧǎȊŀƴƛŜ ǎƛť ǘȅŎƘ ŦǊŀƎƳŜƴǘƽǿ ƻƎƭŊŘŀƴŜƎƻ ǇǊȊŜŘƳƛƻǘǳΣ 

ƪǘƽǊŜ ǎŊ ōŀǊŘȊƛŜƧ ƻŘŘŀƭƻƴŜΦ wȊǳǘ ǇŜǊǎǇŜƪǘȅǿƛŎȊƴȅ ƧŜǎǘ ƴŀƧōŀǊŘȊƛŜƧ Ȋōƭƛȍƻƴȅ Řƻ ǘŜƎƻΣ Ŏƻ ǿƛŘȊŊ 

ƴŀǎȊŜ ƻŎȊȅΣ ŀƭŜ ƧŜǎǘ ǘǊƻŎƘť ƴƛŜǿȅƎƻŘƴȅ Řƻ ǿȅƪƻƴȅǿŀƴƛŀ Řƭŀ ǇǊȊŜŎƛťǘƴŜƎƻ ǳȍȅǘƪƻǿƴƛƪŀΦ bŀ ǊȅǎΦ 

рп ƳŀƳȅ Řƻ ŎȊȅƴƛŜƴƛŀ Ȋ ǊȊǳǘŜƳ ǇŜǊǎǇŜƪǘȅǿƛŎȊƴȅƳ ƧŜŘƴƻǇǳƴƪǘƻǿȅƳΦ /ȊťǏŎƛŜƧ ǎǘƻǎǳƧŜ ǎƛť ǊȊǳǘȅ 

Řǿǳ ƛ ǘǊƽƧǇŜǊǎǇŜƪǘȅǿƛŎȊƴŜΦ  

W technice i arcƘƛǘŜƪǘǳǊȊŜ ǎǘƻǎǳƧŜ ǎƛť ƴŀƧŎȊťǏŎƛŜƧ ǊȊǳǘȅ ǳƪƻǏƴŜΣ ȊǿŀƴŜ ǘŜȍ 

ŀƪǎƻƴƻƳŜǘǊȅŎȊƴȅƳƛΦ wƽǿƴƛŜȍ ǿ ǎȊƪƻƭŜ ƴŀ ƭŜƪŎƧŀŎƘ ǎǘŜǊŜƻƳŜǘǊƛƛ ǇƻǎƱǳƎǳƧŜƳȅ ǎƛť ǘȅƳ ǊȊǳǘŜƳΦ 

² ȊŀƭŜȍƴƻǏŎƛ ƻŘ ǘŜƎƻΣ ǇƻŘ ƧŀƪƛƳ ƪŊǘŜƳ ƻƎƭŊŘŀƳȅ ǇǊȊŜŘƳƛƻǘΣ ǊȊǳǘ ǳƪƻǏƴȅ ƳƻȍŜ ōȅŏ 

izometryczny, kawaleryjski, dimetryczny lub wojskowy. 

Podstawowym twierdzeniem stereometrii jest twierdzenie Pohlkego.  

Karl Wilhelm Pohlke (1810 ς 1876) ς ǇƻŎȊŊǘƪƻǿƻ ȊŀƧƳǳƧŊŎȅ ǎƛť ƳŀƭŀǊǎǘǿŜƳ ǇŜƧȊŀȍȅ ƛ 

ƴŀǳŎȊŀƴƛŜƳ Ǌȅǎǳƴƪǳ ǿ tŀǊȅȍǳΣ ȊƻǎǘŀƱ ǇǊƻŦŜǎƻǊŜƳ ƎŜƻƳŜǘǊƛƛ ǿȅƪǊŜǏƭƴŜƧ ǿ YǊƽƭŜǿǎƪƛŜƧ 

AƪŀŘŜƳƛƛ .ǳŘƻǿƭŀƴŜƧ ǿ .ŜǊƭƛƴƛŜΦ WŜƎƻ ōŀŘŀƴƛŀ ǿ ŘȊƛŜŘȊƛƴƛŜ ŀƪǎƻƴƻƳŜǘǊƛƛ ŘƻǇǊƻǿŀŘȊƛƱȅ ǿ 

1853 r. do odkrycia fundamentalnego twierdzenia o rzutowaniu: 

 

TWIERDZENIE: 

YŀȍŘŊ ƪƻƴŦƛƎǳǊŀŎƧť ǇƱŀǎƪŊ ǘǊȊŜŎƘ ƻŘŎƛƴƪƽǿ ƻ ǿǎǇƽƭƴȅƳ ǇƻŎȊŊǘƪǳΣ ŘƻǿƻƭƴȅŎƘΣ ŘƻŘŀǘƴƛŎƘ 

ŘƱǳƎƻǏŎƛŀŎƘ ƛ ƴƛŜ ƭŜȍŊŎȅŎƘ ƴŀ ƧŜŘƴŜƧ ǇǊƻǎǘŜƧ Ƴƻȍƴŀ ǳǿŀȍŀŏ Ȋŀ ǊȊǳǘ ǊƽǿƴƻƭŜƎƱȅ ǳƪƻǏƴȅ 

ŘƻǿƻƭƴŜƎƻ ƴŀǊƻȍŀ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΦ  

 

 LƴƴȅƳƛ ǎƱƻǿȅΣ Řŀ ǎƛť ȊŀǿǎȊŜ ǘŀƪ ǳǎǘŀǿƛŏ 

ǘǊƽƧƪť ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱȅŎƘ ǿŜƪǘƻǊƽǿ 

ƧŜŘƴƻǎǘƪƻǿȅŎƘΣ ȍŜ ƛŎƘ ǊȊǳǘŜƳ ōťŘȊƛŜ Řƻǿƻƭƴŀ 

ǘǊƽƧƪŀ ǿŜƪǘƻǊƽǿ ƻ ǿǎǇƽƭƴȅƳ ǇƻŎȊŊǘƪǳΦ 

NŀƧƭŜǇƛŜƧ ǿȅƪƻƴŀŏ Ȋ ǳŎȊƴƛŀƳƛ ǇǊŀƪǘȅŎȊƴŜ 

ŏǿƛŎȊŜƴƛŀ ǇƻƭŜƎŀƧŊŎŜ ƴŀ ǘŀƪƛƳ ŘƻǇŀǎƻǿŀƴƛǳ 

ǘǊƽƧƪƛ ǿŜƪǘƻǊƽǿ ǇŀǊŀƳƛ ǿȊŀƧŜƳƴƛŜ 

ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱȅŎƘ ƛ ǊƽǿƴȅŎƘ ŘƱǳƎƻǏŎƛŀŎƘ 

ƻǏǿƛŜǘƭƻƴȅŎƘ ǊƽǿƴƻƭŜƎƱŊ ǿƛŊȊƪŊ ǏǿƛŀǘƱŀ όƴǇΦ Ȋ 

ƎǊŀŦƻǎƪƻǇǳύΣ ōȅ ƛŎƘ αŎƛŜƴƛŜέ ƴŀ ōƛŀƱŜƧ ǘŀōƭƛŎȅ 

ǇƻƪǊȅǿŀƱȅ ǎƛť Ȋ ǿȅǊȅǎƻǿŀƴȅƳƛ ǿŎȊŜǏƴƛŜƧ 

ǘǊȊŜƳŀ ŘƻǿƻƭƴȅƳƛ ƻŘŎƛƴƪŀƳƛ ƻ ǿǎǇƽƭƴȅƳ 

ǇƻŎȊŊǘƪǳ ς rys. 54 

 
rys. 54 

 

YƻƭŜƧƴȅƳ ƪǊƻƪƛŜƳ ƳƻȍŜ ōȅŏ ƻƎƭŊŘŀƴƛŜ ǊȊǳǘƽǿ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΦ bŀƧǇƛŜǊǿ ǿŀǊǘƻ ǿȅƪƻƴŀŏ ƪƛƭƪŀ 

ŘƻǏǿƛŀŘŎȊŜƵ ƴŀ ƳƻŘŜƭŀŎƘ ƛ ƛŎƘ ŎƛŜƴƛŀŎƘΦ 0ǿƛŎȊŜƴƛŀ Ȋ ǎȊŜǏŎƛŀƴŜƳ ƴŀƧƭŜǇƛŜƧ ǿȅƪƻƴȅǿŀŏ 

ŘȅǎǇƻƴǳƧŊŎ ƧŜƎƻ ƳƻŘŜƭŜƳ ƪǊŀǿťŘȊƛƻǿȅƳ όȊǊƻōƛƻƴȅƳ ƴǇΦ Ȋ ǇŀǘȅŎȊƪƽǿ ƭǳō Ȋ ŘǊǳǘǳύΦ /ƘƻŘȊƛ ƻ 

ǘƻΣ ōȅ ǳŎȊƴƛƻǿƛŜ ŘƻǎǘǊȊŜƎƭƛ Řǿŀ ǘŀƪƛŜ ǇƻƱƻȍŜƴƛŀ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΣ ƪǘƽǊŜ ŘŀƧŊ ǘŜƴ ǎŀƳ ƧŜƎƻ ǊȊǳǘΦ bŀ 

ƴƛŜƧŜŘƴƻȊƴŀŎȊƴƻǏŏ ǊȊǳǘƻǿŀƴƛŀ ǳŎȊƴƛƻǿƛŜ ŎȊťǎǘƻ ƴƛŜ ȊǿǊŀŎŀƧŊ ǳǿŀƎƛΣ Ŏƻ ǇƻǿƻŘǳƧŜ ǇƽȋƴƛŜƧ 

ōƱťŘƴŜ ƻŘŎȊȅǘȅǿŀƴƛŜ ǇǊȊŜȊ ƴƛŎƘ ōŀǊŘȊƛŜƧ ǎƪƻƳǇƭƛƪƻǿŀƴȅŎƘ Ǌȅǎǳƴƪƽǿ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƴȅŎƘΦ  
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rys. 55 

 
rys. 56 

 

bŀ ǊȅǎǳƴƪŀŎƘ рр ƛ рс ƳƛƳƻΣ ȍŜ ƻōŀ ǇǊȊŜŘǎǘŀǿƛŀƧŊ ŘƻƪƱŀŘƴƛŜ ǘŜ ǎŀƳŜ ǇƻƱƻȍŜƴƛŀ ƪǊŀǿťŘȊƛΣ ǘƻ ǎŊ 

ǘƻ Řǿŀ ǊƽȍƴŜ ǊȊǳǘȅ ǘŜƎƻ ǎŀƳŜƎƻ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΣ Ŏƻ ǊƻȊǇƻȊƴŀƧŜƳȅ ŘȊƛťƪƛ ȊŀƳŀƭƻǿŀƴƛǳ ƛŎƘ ǏŎƛŀƴΦ bŀ 

Ǌȅǎǳƴƪǳ рр ǏŎƛŀƴŀ !Ω.Ω/Ω5Ω όȍƽƱǘŀύ ƧŜǎǘ ǏŎƛŀƴŊ ƎƽǊƴŊΣ !..Ω!Ω όŎȊŜǊǿƻƴŀύ ǇǊȊŜŘƴƛŊ ŀ .//Ω.Ω 

όƴƛŜōƛŜǎƪŀύ ōƻŎȊƴŊ ǇǊŀǿŊΣ ƎŘȅ ǘȅƳŎȊŀǎŜƳ ǿ ǘȅƳ ǎŀƳȅƳ ǊȊǳŎƛŜ ƻōƻƪ ƴƛŜ ǿƛŘŀŏ ǏŎƛŀƴȅ ƎƽǊƴŜƧ 

ǘȅƭƪƻ ŘƻƭƴŊ ABCD (zielona), przedƴƛŊ .//Ω.Ω όǊƽȍƻǿŀύ ƛ ōƻŎȊƴŊ ƭŜǿŊ !55Ω!Ω ό ƧŀǎƴƻƴƛŜōƛŜǎƪŀύΦ  

¢ƻ ƧŜǎǘ ōŀǊŘȊƻ ǿŀȍƴŜ ǎǇƻǎǘǊȊŜȍŜƴƛŜΥ  

 

wȊǳǘ ƻōƛŜƪǘǳ ǘǊƽƧǿȅƳƛŀǊƻǿŜƎƻ ƴŀ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴť ƴƛŜ ƻƪǊŜǏƭŀ ƧŜŘƴƻȊƴŀŎȊƴƛŜ ƧŜƎƻ ǇƻƱƻȍŜƴƛŀ 

 

¢ƻ ƻȊƴŀŎȊŀΣ ȍŜ ƻƎƭŊŘŀƧŊŎ ƳƻŘŜƭ ƪǊŀǿťŘȊƛƻǿȅ ǘŀƪ ƴŀǇǊŀǿŘť ƴƛŜ ǿƛŜƳȅΣ ƪǘƽǊŀ ǏŎƛŀƴŀ ƧŜǎǘ Ȋ 

ǇǊȊƻŘǳ ƳƻŘŜƭǳ ŀ ƪǘƽǊŀ Ȋ ǘȅƱǳΦ 

 

5ǊǳƎŀ ōŀǊŘȊƻ ǿŀȍƴŀ ǳǿŀƎŀ ǇǊȊȅ ƻƎƭŊŘŀƴƛǳ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƴȅƳ ǘƻΥ 

 

wȊǳǘ ƻōƛŜƪǘǳ ǘǊƽƧǿȅƳƛŀǊƻǿŜƎƻ ƴŀ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴť ƴƛŜ ƻƪǊŜǏƭŀ Ǝƻ ƧŜŘƴƻȊƴŀŎȊƴƛŜΦ 

 

aƻȍƴŀ ǇƻƪŀȊŀŏ ǘǊȊȅ ǊƽȍƴŜ ōǊȅƱȅ ƪǊŀǿťŘȊƛƻǿŜΣ ƪǘƽǊŜ ŘŀƧŊ ǿ ǇŜǿƴȅƳ ǳƱƻȍŜƴƛǳ ǊȊut 

ǇƻǇǳƭŀǊƴŜƎƻ ƴŀƳ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ŀ ǘȅƳŎȊŀǎŜƳ ǎŊ ǘƻ ȊǳǇŜƱƴƛŜ ƛƴƴŜ ōǊȅƱȅΦ LŎƘ ǊȊǳǘ ƛƭǳǎǘǊǳƧŜ ǊȅǎǳƴŜƪ 

рт ƴŀǘƻƳƛŀǎǘ ŦŀƪǘȅŎȊƴȅ ƛŎƘ ǿȅƎƭŊŘ Ƴƻȍƴŀ ǇƻŘȊƛǿƛŀŏ ǿ ǘǊƻŎƘť ƛƴƴȅŎƘ ǊȊǳǘŀŎƘ ƴŀ ǊȅǎǳƴƪŀŎƘ ру 

YǊƽǘƪƻ ƳƽǿƛŊŎ ƧŜǎǘ ǘǳ ŀƪǘǳŀƭƴŜ ǇƻǇǳƭŀǊƴŜ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ αPunkt widzenia zŀƭŜȍȅ ƻŘ Ǉǳƴƪǘǳ 

siedzeniaέ ς plik [h мр ǊȊǳǘȅ о ōǊȅƱΦƎƎōΦ 

 

WŀƪƛŎƘ ōǊȅƱ ǎŊ ǿƛťŎ ǘƻ ǊȊǳǘȅΚ 

tƛŜǊǿǎȊŀ Ȋ ƭŜǿŜƧ ǘƻ Ȋƴŀƴȅ ƴŀƳ ǊȊǳǘ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΣ ŘǊǳƎŀ ǘƻ ǊȊǳǘ ŘǿǳƴŀǎǘƻǏŎƛŀƴǳ ǊƻƳōƻǿŜƎƻΣ ƻ 

ƪǘƽǊȅƳ ōťŘȊƛŜ Ƴƻǿŀ ǇƽȋƴƛŜƧΣ ŀ ǘǊȊŜŎƛ ǘƻ ǊȊǳǘ ȊƴŀƴŜƎƻ ȊŜ ǎȊƪƻƱȅ ǇƻŘǎǘŀǿƻǿŜƧ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇŀ 

ǎȊŜǏŎƛƻƪŊǘƴŜƎƻ ŦƻǊŜƳƴŜƎƻΦ 
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rys. 57 

 

 
rys. 58 

 

bŀ Ǌȅǎǳƴƪǳ рф ǿƛŘȊƛƳȅ ŘǿƛŜ ǳŎȊŜƴƴƛŎŜ ƪǘƽǊŜ ǳƪƱŀŘŀƧŊ ǎȊŜǏŎƛŀƴ ƛ ŘǿǳƴŀǎǘƻǏŎƛŀƴ ǊƻƳōƻǿȅ ǘŀƪΣ 

ōȅ ƛŎƘ ǊȊǳǘȅ Ȋ ƭŀƳǇȅ ǇǊƻƧŜƪǘƻǊŀ ǇƻƪǊȅǿŀƱȅ ǎƛť ȊŜ ǎƻōŊΦ ¢ƻ ƧŜǎǘ ǘŜȍ ǇƛťƪƴŜ ǿȅȊǿŀƴƛŜ Řƭŀ ǳŎȊƴƛƽǿΦ 

Trzeba sporo ŎƛŜǊǇƭƛǿƻǏŎƛ ƛ ǇǊŜŎȅȊƧƛ ǿ ƪǊŜƻǿŀƴƛǳ ǘŀƪƛŎƘ ǊȊǳǘƽǿΦ  
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rys. 59 

 

RZUT PERSPEKTYWICZNY 
¢ǊƻŎƘť ǿƛťŎŜƧ ŎȊŀǎǳ ǇƻǏǿƛťŎƛƳȅ ƴŀ ǊȊǳǘ ǇŜǊǎǇŜƪǘȅǿƛŎȊƴȅΣ ōƻ ƧŜǎǘ ƻƴ ƴŀƳ ƴŀƧōƭƛȍǎȊȅΣ ƎŘȅȍ 

ƴŀǎȊŜ ƻŎȊȅ ǇƻǎǘǊȊŜƎŀƧŊ Ǐǿƛŀǘ ǿ ǘŀƪƛƳ ǿƱŀǏƴƛŜ ǊȊǳŎƛŜΦ tƻƴŀŘǘƻ ȊƴŀƧƻƳƻǏŏ ǘȅŎƘ ǊȊǳǘƽw jest 

ƴƛŜȊōťŘƴŀ ƪŀȍŘŜƳǳ ŀǊŎƘƛǘŜƪǘƻǿƛ ƛ ōǳŘƻǿƴƛŎȊŜƳǳΣ ŀ ǘŀƪƛƳƛ ōȅŏ ƳƻȍŜ ōťŘŊ ƴŀǎƛ ǳŎȊƴƛƻǿƛŜ ǿ 

ǇǊȊȅǎȊƱƻǏŎƛΦ 

 

hǘǿƽǊȊƳȅ Ǉƭƛƪ LO 15 perspekt1.ggb. 

Konstrukcja ilustruje budynek (lub 

ǇǳŘŜƱƪƻ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱƻǏŎƛŜƴƴŜύΣ ƴŀ ƪǘƽǊŜ 

ȊŜǊƪŀƳȅ ǿ ƪƛŜǊǳƴƪǳ ƧŜƎƻ ǿƴťǘǊȊŀΦ 

tǳŘŜƱƪƻ ǘƻ ǿ ƳƛŀǊť ƻŘŘŀƭŀƴƛŀ ǎƛť ƻŘ ƴŀǎ 

przyjmuje coraz mniejsze rozmiary, co 

ǇƻǿƻŘǳƧŜΣ ȍŜ ǏŎƛŀƴȅ ōƻŎȊƴŜ ƴƛŜ ǎŊ 

ǊƽǿƴƻƭŜƎƱƻōƻƪŀƳƛ ƭŜŎȊ ǿ ƴŀƧƭŜǇǎȊȅƳ 

ǿȅǇŀŘƪǳ ǘǊŀǇŜȊŀƳƛΣ ŀ ǘȅƭƴŀ ǏŎƛŀƴŀ όȍƽƱǘŀύ 

jest pomniejszona w pewnej 

ƧŜŘƴƻƪƱŀŘƴƻǏŎƛΦ |ǊƻŘƪƛŜƳ ǘŜƧ 

ƧŜŘƴƻƪƱŀŘƴƻǏŎƛ ƧŜǎǘ ǿƱŀǏƴƛŜ ǏǊƻŘŜƪ 

perspektywy. Mamy tu do czynienia z 

ǇŜǊǎǇŜƪǘȅǿŊ ƧŜŘƴƻ ǇǳƴƪǘƻǿŊΣ ŀƭōƻ 

ƧŜŘƴƻ ȊōƛŜȍƴŀ όŀƭōƻ Ȋ ƧŜŘƴȅƳ ƻƪƛŜƳ 

perspektywy).  

 
rys. 60 

  

¢ǿƽǊŎŊ ǇŜǊǎǇŜƪǘȅǿȅ ƧŜŘƴƻǇǳƴƪǘƻǿŜƧ ƧŜǎǘ ǿƱƻǎƪƛ ƳŀƭŀǊȊ ƛ ŀǊŎƘƛǘŜƪǘ [Ŝƻƴ .ŀǘǘƛǎǘŀ !ƭōŜǊǘƛΦ hƴ 

ōȅƱ ǊƽǿƴƛŜȍ ǘǿƽǊŎŊ ǘŜƻǊƛƛ ǊȊǳǘƻǿŀƴƛŀ ǇƻŘƱƻƎƛ ǿ ǇŜǊǎǇŜƪǘȅǿƛŜΦ  

 



 

63 

hǘǿƽǊȊ ƎƛŦ ŀƴƛƳƻǿŀƴȅ ƻ ƴŀȊǿƛŜ posadzka3.gif ƛ ǎǇǊƽōǳƧ ƧŊ ǿȅƪƻƴŀŏ ǿ ǇǊƻƎǊŀƳƛŜ DŜƻDŜōǊŀ 

н5Φ bŀǎǘťǇƴƛŜ ǇǊȊŜǎǳǿŀƧ Ǉǳƴƪǘȅ K i L ƛ ƻōǎŜǊǿǳƧΣ Ƨŀƪ ȊƳƛŜƴƛŀ ǎƛť ǇŜǊǎǇŜƪǘȅǿŀ ǇƻŘƱƻƎƛ ǿ ǘȅƳ 

programie. 

 

 
rys. 61 

 

aƻȍŜǎȊ ǿƽǿŎȊŀǎ ȊƳƛŜƴƛŀŏ ǿȅƳƛŀǊȅ ǇƱȅǘŜƪ ǇƻƪƻƧǳ ƛ ǿƛŜƭƪƻǏŏ ǇƻƪƻƧǳΦ 

hǘǿƽǊȊƳȅ Ǉƭƛƪ LO 15 perspekt2.ggb 

bŀ ŜƪǊŀƴƛŜ ǇƻƧŀǿƛŀ ǎƛť ǊȊǳǘ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱƻǏŎƛŀƴǳΣ ƴŀ ƪǘƽǊȅ ƳƻȍŜƳȅ ǎǇƻƎƭŊŘŀŏ Ȋ ǊƽȍƴŜƧ 

ǿȅǎƻƪƻǏŎƛΣ ȊƳƛŜƴƛŀŏ ǿȅǎƻƪƻǏŏ ǘŜƎƻ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱƻǏŎƛŀƴǳΣ ŘƱǳƎƻǏŏ ƛ ǎȊŜǊƻƪƻǏŏ ŎƘǿȅǘŀƧŊŎ ƳȅǎȊŊ 

za czerwone punkty. 

aƻȍŜƳȅ ȊƳƛŜƴƛŀŏ ǿȅǎƻƪƻǏŏ ƛ ƎƱťōƻƪƻǏŏ Ȋ ƪǘƽǊŜƧ ǇŀǘǊȊȅƳȅ ƴŀ ǘŜƴ ƻōƛŜƪǘ ȊƳƛŜƴƛŀƧŊŎ ǇƻƱƻȍŜƴƛŜ 

punktu H (linia horyzontu) oraz punkty zbiegu perspektywy O1 i O2 . 

aŀƴƛǇǳƭǳƧƳȅ ǿƛťŎ ǇǳƴƪǘŀƳƛ ǿȅǊƽȍƴƛƻƴȅƳƛ ƪƻƭƻǊŜƳ ŎȊŜǊǿƻƴȅƳ ƛ ƻōǎŜǊǿǳƧƳȅ Ƨŀƪ ȊƳƛŜƴƛŀ ǎƛť 

ǿȅƎƭŊŘ ƴŀǎȊŜƎƻ ƻōƛŜƪǘǳΦ 

 

 
rys. 62 
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¢ŀƪ ƴŀǇǊŀǿŘť ǿ ǊȊŜŎȊȅǿƛǎǘƻǏŎƛ ƳŀƳȅ ƧŜǎȊŎȊŜ trzeci punkt perspektywyΣ ƻ ƪǘƽǊȅƳ ǎƛť ƴƛŜǿƛŜƭŜ 

ƳƽǿƛΦ tƻǿƻŘǳƧŜ ƻƴΣ ȍŜ ƧŜǏƭƛ ǇŀǘǊȊȅƳȅ ƴŀ ōǳŘȅƴŜƪ Ȋ ǇƻȊȅŎƧƛ ƘƻǊȅȊƻƴǘǳ ƴŀ ȊŜǊƻǿŜƧ ǿȅǎƻƪƻǏŎƛ 

όƴŀȊȅǿŀƳȅ ǘƻ ǿƛŘƻƪƛŜƳ ȍŀōƛm -ǾƛŜǿ ƻŦ ǘƘŜ ŦǊƻƎύΣ ǘƻ ōǳŘȅƴŜƪ ǳ ƎƽǊȅ Ȋǿťȍŀ ǎƛťΣ ŀ ƎŘȅ ǿȊƭŜŎƛƳȅ 

balonem nad budynek (widok ptasi ς ōƛǊŘ ǾƛŜǿύΣ ǘƻ ōǳŘȅƴŜƪ ōťŘȊƛŜ ǎƛť ȊǿťȍŀƱ ƪǳ ŘƻƱƻǿƛΦ 

bŀǘƻƳƛŀǎǘ ƎŘȅ ƧŜǎǘŜǏƳȅ ƴŀ ǏǊƻŘƪǳ ǿȅǎƻƪƻǏŎƛ ōǳŘȅƴƪǳΣ ǇƛƻƴƻǿŜ Ǉǳƴƪǘȅ ǇŜǊǎǇŜƪǘȅǿȅ ȊƴƛƪŀƧŊΣ 

bo linie zbiegu ǎǘŀƧŊ ǎƛť ǊƽǿƴƻƭŜƎƱŜΦ wȅǎǳƴŜƪ со ŀΣ ōΣ Ŏ ƛƭǳǎǘǊǳƧŜ ǘŜ ǘǊȊȅ ŦŀȊȅ ǿƛŘȊŜƴƛŀ ǿ ǘŜƧ 

perspektywie. 

 

 
rys. 63 

hōǊŀȊ со ǿŀǊǘƻ ȊƻōŀŎȊȅŏ Ƨŀƪƻ ƎƛŦ ŀƴƛƳƻǿŀƴȅ - plik perspektywa3.gif . 

hŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ǿƛŘƻƪƛ ǘŜƧ ǇŜǊǎǇŜƪǘȅǿȅ ǎŊ ǇƻȊƻǊƴŜΦ 5ȊƛŀƱŀ ǘǳ ōƻǿƛŜƳ ȊŀǎŀŘŀ ǿƛŘȊŜƴƛŀΣ ȍe te same 

ƻōƛŜƪǘȅ ƻŘŘŀƭƻƴŜ ƻŘ ƴŀǎ ȊƳƴƛŜƧǎȊŀƧŊ ǇƻȊƻǊƴƛŜ ǎǿƻƧŜ ǿȅƳƛŀǊȅΣ ŀ ȊōƭƛȍŀƧŊŎ ǎƛťΣ ǇǊȊȅƧƳǳƧŊ 

ǇƻȊƻǊƴƛŜ ŎƻǊŀȊ ǿƛťƪǎȊŜ ǊƻȊƳƛŀǊȅ ŀȍ ŘƻŎƘƻŘȊŊ Řƻ ǊȊŜŎȊȅǿƛǎǘȅŎƘΣ ƎŘȅ Ƨǳȍ ƧŜ ŘƻǘȅƪŀƳȅΦ 

 

5ƻǏŏ ŘƻōǊȊŜ ǇŜǊǎǇŜƪǘȅǿť ǘǊƽƧzōƛŜȍƴŊ realizuje fotografia. Rysunek 64 ilustrǳƧŜ ŦƻǘƻƎǊŀŦƛť 

½ŀƳƪǳ ǿ .ŀǊŀƴƻǿƛŜ {ŀƴŘƻƳƛŜǊǎƪƛƳ ƴŀ ƪǘƽǊȅƳ ǿȅǊƽȍƴƛƻƴŜ ǎŊ ƭƛƴƛŜ ŘǿƽŎƘ ȊōƛŜƎƽǿ ŀ ŎȊȅǘŜƭƴƛƪ 

ǎǇǊŀǿŘȊƛ ƻǎƻōƛǏŎƛŜ ƭƛƴƛƧƪŊΣ ŎȊȅ ǿƛŘŀŏ ƴŀ Ǌȅǎǳƴƪǳ ǘǊȊŜŎƛŊ ƭƛƴƛť ȊōƛŜƎǳ ƛ ŎȊȅ Ǉǳƴƪǘ ǘŜƧ ǘǊȊŜŎƛŜƧ 

ǇŜǎǇŜƪǘȅǿȅ ȊƴŀƧŘǳƧŜ ǎƛť ƴŀŘ ǊȅǎǳƴƪƛŜƳ ŎȊȅ ǇƻŘ ǊȅǎǳƴƪƛŜƳΚ ² ǘŜƴ ǎǇƻǎƽō ƻŎŜƴƛƳȅΣ ƴŀ ƧŀƪƛŜƧ 

ǿȅǎƻƪƻǏŎƛ ƴŀ ǘȅƳ ȊŘƧťŎƛǳ ȊƴŀƧŘǳƧŜ ǎƛť ƭƛƴƛŀ ƘƻǊȅȊƻƴǘǳΦ 
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rys. 64 

 

 
 

Zajęcia 15 
 

Temat: POZNAJEMY WIELOSCIANY 

 

CZWOROŚCIAN W SZEŚCIANIE 
{ȊŜǏŎƛŀƴ ƛ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ƧŜǎǘ Ȋƴŀƴȅ ǳŎȊƴƛƻƳ Ȋ ƻǎǘŀǘƴƛŎƘ ƭŜƪŎƧƛ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪƛ ǿ ǎȊƪƻƭŜ 

podstŀǿƻǿŜƧΦ WŜŘƴŀƪ Ȋ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴŜƳ ƧŜǎǘ ȊǿƛŊȊŀƴȅŎƘ ƧŜǎȊŎȊŜ ǿƛŜƭŜ ǇǊƻōƭŜƳƽǿΣ ƪǘƽǊŜ ǿŀǊǘƻ 

ǇƻȊƴŀŏΦ  

½ƴŀƴŀ ƧŜǎǘ ƴǇΦ ǳƪƱŀŘŀƴƪŀΣ ƪǘƽǊŀ Ȋ ŘǿƽŎƘ ǘŀƪƛŎƘ ǎŀƳȅŎƘ ŜƭŜƳŜƴǘƽǿ όǊȅǎΦ срύ ǇƻȊǿŀƭŀ ǳƱƻȍȅŏ 

ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ŦƻǊŜƳƴȅ όǊȅǎΦ ссύΦ  

 

 
Rys. 65 

 
Rys. 66 

aƻȍƴŀ ƧŊ ȊŀƳƽǿƛŏ ǿ ǎklepie firmy MATH-COMP-EDUC na stronie https://math-comp-

educ.pl/sklep/ 

https://math-comp-educ.pl/sklep/
https://math-comp-educ.pl/sklep/
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tƻǇǊŀǿƴŜ ǳƱƻȍŜƴƛŜ ǘŜƧ ǳƪƱŀŘŀƴƪƛ ōŜȊ ȊƴŀƧƻƳƻǏŎƛ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ ƧŜǎǘ ŘƻǏŏ ǘǊǳŘƴŜ Ȋ ǳǿŀƎƛ ƴŀ ǘƻΣ 

ȍŜ ƴŀǎȊŜ ƻŎȊȅ ƭǳōƛŊ ŘƻǎȊǳƪƛǿŀŏ ǎƛť ǿǎȊťŘȊƛŜ ǎȅƳŜǘǊƛƛΣ ŀ ǘǳǘŀƧΣ ŀōȅ ȊƱƻȍȅŏ ǇǊŀǿƛŘƱƻǿƻ ŦƛƎǳǊť 

ǘǊȊŜōŀ Řƻƪƻƴŀŏ ƻōǊƻǘǳ ƧŜŘƴŜƧ Ȋ ǘȅŎƘ ŎȊťǏŎƛΣ Ŏƻ ȊŀōǳǊȊŀ ǘť ǎȅƳŜǘǊƛťΦ 

wƻȊǿƛŊȍƳȅ ǘŀƪƛŜ ȊŀŘŀƴƛŜΥ 

¶ /Ȋȅ ǿ ǎȊŜǏŎƛŀƴƛŜ Ƴƻȍƴŀ ǳƳƛŜǏŎƛŏ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ǘŀƪΣ ōȅ ƧŜƎƻ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƛ ōȅƱȅ 

ǊƽǿƴƻŎȊŜǏƴƛŜ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪŀƳƛ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΚ  

¶ Na ƛƭŜ ǎǇƻǎƻōƽǿ Řŀ ǎƛť ǘƻ ȊǊƻōƛŏΚ 

¶ bƛŜŎƘ ŘƱǳƎƻǏŏ ƪǊŀǿťŘȊƛ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ƧŜǎǘ Ǌƽǿƴŀ αŀέΦ 

¶ /Ȋȅ ƴŀ ǇƻŘǎǘŀǿƛŜ ǘŀƪƛŜƎƻ ǳƱƻȍŜƴƛŀ Ƴƻȍƴŀ ǿȅȊƴŀŎȊȅŏ ƻōƧťǘƻǏŏ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ 

ŦƻǊŜƳƴŜƎƻ ƻ ōƻƪǳ αōέ ōŜȊ ǎƪƻƳǇƭƛƪƻǿŀƴȅŎƘ ǊŀŎƘǳƴƪƽǿΚ  

¶ /Ȋȅ ǊȊǳǘ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ ŦƻǊŜƳƴŜƎƻ ƳƻȍŜ ōȅŏ ƪǿŀŘǊŀǘŜƳ? 

¶ /Ȋȅ ǇǊȊŜƪǊƽƧ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ ŦƻǊŜƳƴŜƎƻ ƳƻȍŜ ōȅŏ ƪǿŀŘǊŀǘŜƳΚ 

 

hŘǇƻǿƛŜŘȋ ƴŀ ǘŜ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ Ǉȅǘŀƴƛŀ ǳƱŀǘǿƛŀ ƴŀƳ ƻōŎƻǿŀƴƛŜ Ȋ ƻŘǇƻǿƛŜŘƴƛƻ ŘƻǇŀǎƻǿŀƴȅƳƛ 

ƳƻŘŜƭŀƳƛΦ 5ŀƧƳȅ ǳŎȊƴƛƻǿƛ ǎȊŜǏŎƛŀƴ ōŜȊ ƧŜŘƴŜƧ ǏŎƛŀƴȅ ƻǊŀȊ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴΣ ƪǘƽǊŜƎƻ ƪǊŀǿťŘȋ Ƴŀ 

ŘƱǳƎƻǏŏ ǇǊȊŜƪŊǘƴŜƧ ǏŎƛŀƴȅ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΦ ½ŘŀǊȊŀ ǎƛť ȍŜ ōŜȊ ǇƻŘǇƻǿƛŜŘȊƛ ƴŀǳŎȊȅŎƛŜƭŀΥ αzaobserwuj 

ŘƱǳƎƻǏŎƛ ƪǊŀǿťŘȊƛ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳΧ ŎȊȅƳ ǎŊ Řƭŀ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳέ ƛ ǳŎȊŜƵ ƻŘ ǊŀȊǳ ǊƻȊǳƳƛŜ ƻ Ŏƻ ŎƘƻŘȊƛ 

ǿ ǘŀƪƛŜƧ ǳƪƱŀŘŀƴŎŜΦ  

tƻȊƴŀǿŀƴƛŜ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴƽǿ ǿȅƳŀƎŀ ƛŎƘ ŘƻǘȅƪŀƴƛŀΣ ƳƛŜǊȊŜƴƛŀΣ ǇƻǎȊǳƪƛǿŀƴƛŀ ǊŜƭŀŎƧƛ mniejszy ς 

ǿƛťƪǎȊȅ ŀƭŜ ǊƽǿƴƛŜȍ ŘȅƴŀƳƛŎȊƴŜƎƻ ƻōǊŀȊǳ ƴŀ ŜƪǊŀƴƛŜ ƪƻƳǇǳǘŜǊŀΣ ƎŘȅȍ ƴƛŜ ȊŀǿǎȊŜ ŘƻǘȅƪŀƳȅ 

ƻōƛŜƪǘȅ ƎŘȅ ŎƘŎŜƳȅ ƧŜ ōŀŘŀŏΦ wȅǎǳƴŜƪ ǎǘŀǘȅŎȊƴȅΣ ƴŀǿŜǘ ƴŀƧƭŜǇǎȊȅ ƴƛŜ ŘŀƧŜ ǘȅƭŜ ƳƻȍƭƛǿƻǏŎƛ 

ōŀŘŀƴƛŀ ƻōƛŜƪǘǳ ǘǊƽƧǿȅƳƛŀǊƻǿŜƎƻΣ Ŏƻ ǊȅǎǳƴŜƪ ŘȅƴŀƳƛŎȊƴȅΦ ² ƪƻƵŎǳ Ȋŀ ƧŜƎƻ ǇƻƳƻŎŊ ǿƛŘȊƛƳȅ 

ŎŀƱŊ ōǊȅƱť Ȋ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ǎǘǊƻƴΦ 

 

 
rys. 67 

½ǊȊǳǘ ŜƪǊŀƴǳ Ǉƻ ǇǊŀǿŜƧ ǎǘǊƻƴƛŜ Ǌȅǎǳƴƪǳ ст ǇƻƪŀȊǳƧŜΣ ȍŜ ȊŀŘŀƴƛŀ Ƴŀ Řǿŀ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀΣ ǇǊȊȅ 

ŎȊȅƳ ǘŀƪƛŜ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴȅ ƳǳǎȊŊ ǎƛť ǇǊȊŜƴƛƪŀŏΦ Wǳȍ ǇƻƧŀǿƛŀ ǎƛť ƪƻƭŜƧƴŜ ǇȅǘŀƴƛŜΣ Ŏƻ ƧŜǎǘ ǿƽǿŎȊŀǎ 

ƛŎƘ ŎȊťǏŎƛŊ ǿǎǇƽƭƴŊΚ ¢ŜƎƻ ƴƛŜ Řŀ ǎƛť ȊǊƻōƛŏ ƴŀ αȍȅǿȅƳέ ƳƻŘŜƭǳΣ ŎƘƻŏ Ƴƻȍƴŀ ǎƪƻƴǎǘǊǳƻǿŀŏ 

ǎǳƳť ƳƴƻƎƻǏŎƛƻǿŊ ƻōǳ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴƽǿΦ .ǊȅƱŀ ǘƻ ȊƻǎǘŀƱŀ ƻŘƪǊȅǘŀ ǿ мслф Ǌƻƪǳ ǇǊȊŜȊ 
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Johannesa Keplera- ƴƛŜƳƛŜŎƪƛŜƎƻ ŀǎǘǊƻƴƻƳŀ ƛ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪŀΦ WŜƳǳ ȊŀǿŘȊƛťŎȊŀƳȅ ƻŘƴƻǿť ōǊȅƱ 

Archimedesa i wiŜƭŜ ƛƴƴȅŎƘ ƻŘƪǊȅŏΣ ƻ ƪǘƽǊȅŎƘ ǘǳ ōťŘȊƛŜ ƧŜǎȊŎȊŜ ƳƻǿŀΦ  

!ōȅ ǿȅȊƴŀŎȊȅŏ ƻōƧťǘƻǏŏ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ ƻ ƪǊŀǿťŘȊƛ ŘƱǳƎƻǏŎƛ b Ǉƻ ǿŎȊŜǏƴƛŜƧǎȊȅƳ ǳƳƛŜǎȊŎȊŜƴƛǳ 

Ǝƻ ǿ ǎȊŜǏŎƛŀƴƛŜ ƻ ƪǊŀǿťŘȊƛ ŘƱǳƎƻǏŎƛ aΣ ǿȅǎǘŀǊŎȊȅ ǿȅȊƴŀŎȊȅŏ ƻōƧťǘƻǏŏ ǇƻȊƻǎǘŀƱŜƧ ŎȊťǏŎƛ 

ǳȊǳǇŜƱƴƛŀƧŊŎŜƧ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ Řƻ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΦ 

tƻƴƛȍǎȊŀ ǳƪƱŀŘŀƴƪŀ όǘŜȍ ƧŊ Ƴƻȍƴŀ ȊŀƪǳǇƛŏ ǇƻŘ ǿǎƪŀȊŀƴȅƳ ǇƻǿȅȍŜƧ ŀŘǊŜǎŜƳ ǎƪƭŜǇǳύ 

ƴŀǘȅŎƘƳƛŀǎǘ ǇƻȊǿŀƭŀ ǿ ǇŀƳƛťŎƛ ƻōƭƛŎȊȅŏ ǘť ǇƻȊƻǎǘŀƱŊ ŎȊťǏŏΦ ¢ƻ ŎȊǘŜǊȅ ǇǊȊȅǎǘŀƧŊŎŜ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇȅ 

ǘǊƽƧǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴŜ όŎȊȅƭƛ ǎǇŜƱƴƛŀƧŊŎŜ ǘǿ tƛǘŀƎƻǊŀǎŀ ǿ о5ύ Ȋ ƪǘƽǊȅŎƘ ƪŀȍŘȅ Ƴŀ ƻōƧťǘƻǏŏ мκс 

ƻōƧťǘƻǏŎƛ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΣ ȊŀƧƳǳƧŊ нκо ƻōƧťǘƻǏŎƛ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ŀ ȊŀǘŜƳ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ Ƴŀ ƻōƧťǘƻǏŏ Ǌƽǿƴŀ 

мκо ƻōƧťǘƻǏŎƛ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ς rys. 68. 

 
rys. 68 

A teraz kolejne zadanie: 

²ƛŜŘȊŊŎΣ ȍŜ ƻōƧťǘƻǏŏ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ ǎǘŀƴƻǿƛ мκо ƻōƧťǘƻǏŎƛ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ǳŘƻǿƻŘƴƛƧΣ ȍŜ ƻōƧťǘƻǏŏ 

ǎǘŜƭƭƛ ƻŎǘŀƴƎǳƭƛ YŜǇƭŜǊŀ ǎǘŀƴƻǿƛ ŘƻƪƱŀŘƴƛŜ ǇƻƱƻǿť ƻōƧťǘƻǏŎƛ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ǿ ƪǘƽǊȅƳ ȊƴŀƧŘǳƧŜ ǎƛť 

ta stella ς rys. 69. 

bƛŜŎƘ ǿǎƪŀȊƽǿƪŊ ōťŘȊƛŜ ŦŀƪǘΣ ȊŜ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴȅ ŘƻƪƭŜƧƻƴŜ Řƻ ǿƛťƪǎȊŜƎƻ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ ǎŊ 

ǇƻƳƴƛŜƧǎȊƻƴŜ ƭƛƴƛƻǿƻ ŘǿǳƪǊƻǘƴƛŜΣ ŀ ǿƛťŎ ƻōƧťǘƻǏŎƛƻǿƻ ǇƻƳƴƛŜƧǎȊƻƴŜΧΦ ƛƭŜ ǊŀȊȅΚ 

 
rys. 69 

 
rys. 70 
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bŀ Ǌȅǎǳƴƪǳ ст Ǉƻ ǇǊŀǿŜƧ ǎǘǊƻƴƛŜ ōȅƱȅ ǇǊȊŜŘǎǘŀǿƛƻƴŜ Řǿŀ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴȅ ŦƻǊŜƳƴŜ ǇǊȊŜƴƛƪŀƧŊŎŜ 

ǎƛť ȊŜ ǎƻōŊΦ aƻȍƴŀ ƴŀ ǘȅƳ Ǌȅǎǳƴƪǳ ŘƻǊȅǎƻǿŀŏ ƪǊŀǿťŘȊƛŜ ƴŀƭŜȍŊŎŜ Řƻ ƻōǳ ǘȅŎƘ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴƽǿ 

ƛ ȊƴŀƭŜȋŏ ƛŎƘ ŎȊŜǏŏ ǿǎǇƽƭƴŊΦ WŜǎǘ ƴƛŊ ƧŜŘŜƴ Ȋ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴƽǿ ŦƻǊŜƳƴȅŎƘ tƭŀǘƻƴŀ Ȋǿŀƴȅ 

ƻǏƳƛƻǏŎƛŀƴŜƳ ς rys. 70 

 

SZEŚCIOOŚMIOŚCIAN  
WŜŘƴȅƳ ȊŜ ǎǇƻǎƻōƽǿ ǘǿƻǊȊŜƴƛŀ Ȋ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴƽǿ ǇƭŀǘƻƵǎƪƛŎƘ ƛƴƴȅŎƘ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴƽǿ ƧŜǎǘ 

ŘƻōǳŘƻǿȅǿŀƴƛŜ ƭǳō ǏŎƛƴŀƴƛŜ ƛŎƘ ŦǊŀƎƳŜƴǘƽǿΣ ² ǘŀƪƛ ǎǇƻǎƽō Ƨǳȍ !ǊŎƘƛƳŜŘŜǎ ƻƪ н300 lat temu 

ǎǘǿƻǊȊȅƱ ŎŀƱŊ ǊƻŘȊƛƴť мо-ǘǳ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴƽǿ ȊǿŀƴȅŎƘ ǇƽƱŦƻǊŜƳƴȅƳƛΣ ƎŘȅȍ ǿǇǊŀǿŘȊƛŜ ǏŎƛŀƴȅ ǘȅŎƘ 

ǘǿƻǊƽǿ ōȅƱȅ ŦƻǊŜƳƴŜΣ ŀƭŜ ƴƛŜ ǘŜƎƻ ǎŀƳŜƎƻ ǊƻŘȊŀƧǳΦ .ȅŏ ƳƻȍŜ !ǊŎƘƛƳŜŘŜǎ ǎƪƭŜƧŀƱ ƧŜ Ȋ 

ǇŀǇƛǊǳǎƻǿȅŎƘ ǘǊƽƧƪŊǘƽǿΣ ƪǿŀŘǊŀǘƽǿ ƛ ƛƴƴȅŎƘ ǿƛŜƭƻƪŊǘƽǿ ŦƻǊŜƳƴȅŎƘΣ ōŊŘȋ ǘŜȍ ǏŎƛƴŀƱ ƧŜ Ȋ ōǊȅƱ 

ǇƭŀǘƻƵǎƪƛŎƘ ǿȅƪƻƴŀƴȅŎƘ Ȋ ŘǊȊŜǿŀΦ  

 

hǇƛǎȊƳȅ Ƨŀƪƻ ȊŀŘŀƴƛŜ Řƻ ǿȅƪƻƴŀƴƛŀ ǿ DŜƻDŜōǊȊŜ ǎǇƻǎƽō Ǉƻǿǎǘŀǿŀƴƛŀ ƧŜŘƴŜƧ Ȋ ǘȅŎƘ ōǊȅƱ ς 

ǎȊŜǏŎƛƻƻǏƳƛƻǏŎƛŀƴǳ ς plik LO 16 6-8scian.ggb 

 

² ǎȊŜǏŎƛŀƴƛŜ ȊŀȊƴŀŎȊƻƴƻ ǏǊƻŘƪƛ ƪǊŀǿťŘȊƛ ƛ ƪŀȍŘŜ ǘǊȊȅ ƴŀƧōƭƛȍǎȊŜ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƻǿƛ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ 

ǇƻƱŊŎȊƻƴƻ ȊŜ ǎƻōŊ ƻŘŎƛƴƪŀƳƛ ȊŀƳȅƪŀƧŊŎȅƳƛ ǘǊƽƧƪŊǘȅ ǊƽǿƴƻōƻŎȊƴŜΦ hǘǊȊȅƳŀƴƻ ǿ ǘŜƴ ǎǇƻǎƽō 

ƴƻǿȅ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴΦ  

¶ WŀƪƛƳƛ ǿƛŜƭƻƪŊǘŀƳƛ ǎŊ ǏŎƛŀƴȅ ǘŀƪ ǳȊȅǎƪŀƴŜƎƻ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴǳΦ  

¶ Ile ich jest? 

¶ WŀƪŊ ƻōƧťǘƻǏŏ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ǎǘŀƴƻǿƛ ƴƻǿȅ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴΦ 

¶ Wŀƪƛ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴ Ƴƻȍƴŀ ȊōǳŘƻǿŀŏ Ȋ ƻŘŎƛťǘȅŎƘ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇƽǿ Κ 

¶ Ile ich jest? 

¶ /Ȋȅ ǎŊ ǇǊȊȅǎǘŀƧŊŎŜΦ 

¶ /Ȋȅ ǎŀ ǘǊƽƧǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴŜΚ 

Otwarcie pliku GeoGebry [h мп ǎȊŜǎŏƛƻƻǏƳƛƻǏŎƛŀƴΦƎƎō ǳƱŀǘǿƛ ƴŀƳ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŜ ȊŀŘŀƴƛŀΦ  

 
rys. 71 

 
rys. 72 
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tǊȊŜǎǳǿŀƧŊŎ ǎǳǿŀƪ ǳȊȅǎƪŀƭƛǏƳȅ ǇǊȊŜȊ ǏŎƛƴŀƴƛŜ Řǿŀ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴȅ !ǊŎƘƛƳŜŘŜǎΥ ǎȊŜǏŎƛŀƴ ǏŎƛťǘȅ i 

ǎȊŜǏŎƛƻƻǏƳƛƻǏŎƛŀƴ. 

 

hōƧŜǘƻǏŏ ǎȊŜǏŎƛƻƻǏƳƛƻǏŎƛŀƴǳ Ʊŀǘǿƻ ǿȅȊƴŀŎȊȅŏ ƻōƭƛŎȊƧŊŎ ƻōƧťǘƻǏŏ ƧŜŘƴŜƎƻ ǏŎƛťǘŜƎƻ ƴŀǊƻȍƴƛƪŀΣ 

ƪǘƽǊȅƳ ƧŜǎǘ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇ ǘǊƽƧƪǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅ ƻ ƪǊŀǿťŘȊƛŀŎƘ ŘƱǳƎƻǏŎƛ a/2Φ ¢ŀƪ ǿƛťŎ ƻōƧťǘƻǏŏ 

ǎȊŜǏŎƛƻƻǏƳƛƻǏŎƛŀƴǳ ǘƻ ҁ ƻōƧťǘƻǏŎƛ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΦ 

 

/ƻ Ƴƻȍƴŀ ǎƪƻƴǎǘǊǳƻǿŀŏ Ȋ ƻǏƳƛǳ ƻŘŎƛťǘȅŎƘ ƴŀǊƻȍȅ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΚ tƻǇŀǘǊȊƳȅ ƴŀ ǇƻƴƛȍǎȊŊ 

ŀƴƛƳŀŎƧťΣ ƪǘƽǊŊ ǿ ǇǊƻƎǊŀƳƛŜ /ŀōǊƛ о5 ǎǘǿƻǊȊȅƱ ƴƛŜƎŘȅǏ ǳŎȊŜƵ LL ƪƭŀǎȅ [ƛŎŜƳ 

hƎƽƭƴƻƪǎȊǘŀƱŎŊŎŜƎƻ ǿ bƻǿŜƧ wǳŘȊƛŜΦ WŜǎǘ ǘƻ ƪƻƭŜƧƴŀ ǳƪƱŀŘŀƴƪŀ ƛ ǊƽǿƴƻŎȊŜǏƴƛŜ ȊŀƎŀŘƪŀΦ 

aƻȍƴŀ Ƨŀ ȊƻōŀŎȊȅŏ ƴŀ ȍȅǿƻ ǿ Ǉƭƪǳ   LO 16 6-8scian.gif 

 
rys. 73 

tƻǇŀǘǊȊƳȅ ƧŜǎȊŎȊŜ ƴŀ ȍȅǿȅ ƳƻŘŜƭ ǘŜƧ ǳƪƱŀŘŀƴƪƛΦ bƛŜŎƘ ǘƻ ōťŘȊƛŜ ǇƻŘǇƻǿƛŜŘȊƛŊΣ Ƨŀƪ ǎƪƭŜƛŏ 

ǎŀƳƻŘȊƛŜƭƴƛŜ ǘť ǳƪƱŀŘŀƴƪťΦ 

 
rys.74 



 

70 

Wskazane jest aby uczniowie samodzielnie wykonali mƻŘŜƭ ƪŀǊǘƻƴƻǿȅ ŀ ǘŀƪȍŜ ǿ ǇǊƻƎǊŀƳƛŜ 

GeoGebra. 

 

SPECJALNY PRZEKRÓJ SZEŚCIANU  
²ǏǊƽŘ ǿƛŜƭǳ ǇǊȊŜƪǊƻƧƽǿ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ƧŜŘŜƴ ȊŀǎƱǳƎǳƧŜ ƴŀ ǎȊŎȊŜƎƽƭƴŊ ǳǿŀƎťΦ WŜǎǘ ǘƻ ǇǊȊŜƪǊƽƧ 

ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴŊ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŊ Řƻ ƎƱƽǿƴŜƧ ǇǊȊŜƪŊǘƴŜƧ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ όƛƭŜ ǎȊŜǏŎƛŀƴ Ƴŀ ƎƱƽǿƴȅŎƘ 

ǇǊȊŜƪŊǘƴȅŎƘ?) 

 

hǘǿƽǊȊƳȅ Ǉƭƛƪ DŜƻDŜōǊȅ [h мр ǇǊȊŜƪǊƻƧ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΦƎƎō 

 
rys. 75 

Punktami O1 i O2 Ƴƻȍƴŀ ƻōǊŀŎŀŏ ǎȊŜǏŎƛŀƴ ǿƻƪƽƱ ŘǿƽŎƘ ƻǎƛ ƻōǊƻǘǳΦ bŀǘƻƳƛŀǎǘ ǎǳǿŀƪ 

ǇƻǿƻŘǳƧŜ ǇǊȊŜǎǳǿŀƴƛŜ ǎƛť ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ ǇǊȊŜƪǊƻƧǳ ǿȊŘƱǳȍ ƎƱƽǿƴŜƧ ǇǊȊŜƪŊǘƴŜƧ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΦ  

tǊȊŜƪǊƻƧŜ ǎŊ ŘǿƻƧŀƪƛŜƎƻ rodzaju ς ǘǊƽƧƪŊǘȅ ǊƽǿƴƻōƻŎȊƴŜ ƭǳō ǎȊŜǏŎƛƻƪŊǘȅ 

ǏǊƻŘƪƻǿƻǎȅƳŜǘǊȅŎȊƴŜΦ hȊƴŀŎȊŀ ǘƻΣ ȍŜ ƛŎƘ ǇǊȊŜŎƛǿƭŜƎƱŜ ōƻƪƛ ǎŊ Řƻ ǎƛŜōƛŜ ǊƽǿƴƻƭŜƎƱŜΦ 

hōƻƪ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ǿƛŘƻŎȊƴŀ ƧŜǎǘ ƧŜƎƻ ǎƛŀǘƪŀ Ȋ ȊŀȊƴŀŎȊƻƴȅƳƛ ƴŀ ƴƛŜƧ ƪǊŀǿťŘȊƛŀƳƛ ǇǊȊŜƪǊƻƧƽǿ 

ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ Ȋ ǎȊŜǏŎƛŀƴŜƳΦ {Ŋ ƻƴŜ ǇƻƳŀƭƻǿŀƴŜ ƴŀ ȊƛŜƭƻƴƻ ƛ ǊƽȍƻǿƻΦ ² ǘǊŀƪŎƛŜ ǇǊȊŜǎǳǿŀƴƛŀ ǎƛť 

ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ ǇǊȊŜƪǊƻƧƽǿ ǿƛŘŀŏ ȍŜ ƧŜŘƴŜ Ȋ ƴƛŎƘ ǿȅŘƱǳȍŀƧŊ ƎŘȅ ŘǊǳƎƛŜ ǎƪǊŀŎŀƧŊΦ !ƭŜ ǿƛŘŀŏ 

ƴŀƧǿŀȍƴƛŜƧǎȊȅ Ŧŀƪǘ ς ǎǳƳŀ ŘƱǳƎƻǏŎƛ ǘȅŎƘ ƻŘŎƛƴƪƽǿ ŎȊȅƭƛ ŘƱǳƎƻǏŏ ƻōǿƻŘǳ ǎȊŜǏŎƛƻƪŊǘŀ ƧŜǎǘ 

ȊŀǿǎȊŜ ǎǘŀƱŀ ƛ Ǌƽǿƴŀ ǇƻǘǊƽƧƴŜƧ ŘƱǳƎƻǏŎƛ ǇǊȊŜƪŊǘƴŜƧ ǏŎƛŀƴȅ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΦ tƻŘƻōƴƛŜ ŘȊƛŀƱƻ ǎƛť Ȋ 

ǇǊȊŜƪǊƻƧŀƳƛ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴŀƳƛ ǊƽǿƴƻƭŜƎƱȅƳƛ Řƻ ƪǿŀŘǊŀǘƻǿŜƎƻ ǇǊȊŜƪǊƻƧǳ 

ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳΦΦ ²ǘŜŘȅ ŘƱǳƎƻǏŏ ƻōǿƻŘǳ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ǘŀƪƛŎƘ ǇǊȊŜƪǊƻƧƽǿ ōȅƱŊ Ǌƽǿƴŀ ǇƻŘǿƽƧƴŜƧ 

ŘƱǳƎƻǏŎƛ ƪǊŀǿťŘȊƛ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ Ŧoremnego. 

 

SZEŚCIAN DIAGONALNY 
tƻȊƴŀƧƳȅ ǘŜǊŀȊ ǿƱŀǎƴƻǏŏ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΣ ƻ ƪǘƽǊŜƧ ƴƛŜǎǘŜǘȅ ƳŀƱƻ ǎƛť Ƴƽǿƛ ƎŘȅȍ ǇǊȊȅȊǿȅŎȊŀƛƭƛǏƳȅ ǎƛť 

ǎǘŀǿƛŀŏ ǎȊŜǏŎƛŀƴ ƴŀ ƧŜŘƴŜƧ Ȋ ƧŜƎƻ ǏŎƛŀƴΦ ¢ȅƳ ǊŀȊŜƳ ǇƻǎǘŀǿƛƳȅ Ǝƻ ƴŀ  ƧŜŘƴȅƳ Ȋ ƧŜƎƻ 

ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƽǿΦ {ȊŜǏŎƛŀƴ Ǌŀƪƛ ƴŀȊȅǿŀŏ ōťŘȊƛŜƳȅ ŘƛŀƎƻnalnym (diagonalna ς ǇǊȊŜƪŊǘƴŀύΦ  

hǘǿƽǊȊƳȅ Ǉƭƛƪ DŜƻDŜōǊȅ   LO 16 6sc diag 01.ggb ²ǇǊƻǿŀŘȋƳȅ ǘŀƪ ǳǎȅǘǳƻǿŀƴȅ ǎȊŜǏŎƛŀƴ ǿ 

ǊǳŎƘ ƻōǊƻǘƻǿȅ ǿƻƪƽƱ ƧŜƎƻ ǇǊȊŜƪŊǘƴŜƧΦ tƻƧŀǿƛŀƧŊ ǎƛť ǇȅǘŀƴƛŀΥ 
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¶ LƭŜ ƻƪǊťƎƽǿ ǿȅƪǊŜǏƭƛ ǎȊŜǏŏ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƽǿ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ w trakcie jego obracania wokƽƱ 

ǇǊȊŜƪŊǘƴŜƧ ǇƻǇǊƻǿŀŘȊƻƴŜƧ ǇǊȊŜȊ ǇƻȊƻǎǘŀƱŜ Řǿŀ ƧŜƎƻ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƛΦ 

¶ Wŀƪƛ ƪǎȊǘŀƱǘ ǇǊȊȅōƛŜǊŀ ŦƛƎǳǊŀ ƻōǊƻǘƻǿŀ ǇƻǿǎǘŀƧŊŎŀ ǿ ǿȅƴƛƪǳ ǘŜƎƻ ƻōǊƻǘǳ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ. 

bŀƧƱŀǘǿƛŜƧ ǳȊȅǎƪŀŏ ƴŀ ƴƛŜ ƻŘǇƻǿƛŜŘȋ ǿȅƪƻƴǳƧŊŎ ƪƻƭŜƧƴȅ ŜƪǎǇŜǊȅƳŜƴǘ ς ƻōǊŀŎŀŏ ǎȊŜǏŎƛŀƴ 

ǿƻƪƽƱ ƧŜŘƴŜƧ Ȋ ƧŜƎƻ ǇǊȊŜƪŊǘƴȅŎƘΦ 

 
rys. 76 

 
rys. 77 

hǘǿƽǊȊƳȅ ǇƭƛƪƛΥ 

LO 16 6sc diag 02.ggb 

LO 16 6sc diag 03.ggb 

hŘǇƻǿƛŜŘȊƛ ǎŊ ƴŀǘȅŎƘƳƛŀǎǘƻǿŜΥ 

¶ ǎȊŜǏŏ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƽǿ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ǿȅƪǊŜǏƭŀ ǘȅƭƪƻ Řǿŀ ƻƪǊťƎƛ ǿ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƛ! 

¶ ǎȊŜǏŎƛŀƴ ǿ ƻōǊƻŎƛŜ ǿƻƪƽƱ ƧŜƎƻ ǇǊȊŜƪŊǘƴŜƧ ǿȅƪǊŜǏƭŀ Řǿŀ ǎǘƻȍƪƛ ƛ ƘƛǇŜǊōƻƭƻƛŘť 

ƧŜŘƴƻǇƻǿƱƻƪƻǿŊ! 

¢Ŝ Řǿŀ Ŧŀƪǘȅ ƎŜƴŜǊǳƧŊ ƪƻƭŜƧƴŜ ǎǇƻǎǘǊȊŜȍŜƴƛŜΥ ǎƪƻǊƻ ǎȊŜǏŏ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƽǿ ǿȅƪǊŜǏƭŀ ǿ о5 ǘȅƭƪƻ 

Řǿŀ ƻƪǊťƎƛΣ ǘƻ ǘǊȊȅ Ȋ ƴƛŎƘ ƭŜȍŊ ǿ ƧŜŘƴŜƧ ǇƱŀǎȊŎȊȅȋƴƛŜ a trzy kolejne w drugiejΦ tƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ ǘŜ 

ǎŊ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŜ Řƻ ƻǎƛ ƻōǊƻǘǳ ŎȊȅƭƛ Řƻ ǿȅōǊŀƴŜƧ ǇǊȊŜƪŊǘƴŜƧΦ 

WŜǏƭƛ ŘƻōǊȊŜ ǇǊȊȅǇŀǘǊȊȅƳȅ ǎƛť ǘȅƳ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴƻƳΣ ǘƻ Ȋƴƻǿǳ ŘƻǎǘǊȊŜƎŀƳȅ ƪƻƭŜƧƴȅ Ŧŀƪǘ ς 

ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ ǘŜ ƴƛŜ ŘȊƛŜƭŊ ǇǊȊŜƪŊǘƴŜƧ ǿ ǎǇƻǎƽō ǇǊȊȅǇŀŘƪƻǿȅΦ ²ȅŘŀƧŜ ǎƛťΣ ȍŜ ŘȊƛŜƭŊ ƻƴŜ ǘť 

ǇǊȊŜƪŊǘƴŊ ƴŀ ǘǊȊȅ ǊƽǿƴŜ ƻŘŎƛƴƪƛ. 



 

72 

 
rys. 78 

 

Obejrzyjmy to dynamicznie w pliku LO 16 6sc diag 04.ggb 

¦ŘƻǿƻŘƴƛƧƳȅ ǘŜƴ ŦŀƪǘΦ 5ƻǿƽŘ ǘŜƴ ƧŜǎǘ ǇƛťƪƴȅƳ ǇǊȊȅƪƱŀŘŜƳ ŜǘƛǳŘȅ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎȊƴŜƧ ǿ ƪǘƽǊŜƧ 

wykorzystany jest pewien rzadki trick: ǿȅȊƴŀŎȊŀƳȅ ƻōƧťǘƻǏŏ ǘǊƽƧǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴŜƎƻ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇŀ 

ABCD na dwa sposobyΣ ǇǊȊȅƧƳǳƧŊŎ ǊŀȊ Ȋŀ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴť ǇƻŘǎǘŀǿȅ ǏŎƛŀƴť ABC ŀ ŘǊǳƎƛ ǊŀȊ ǏŎƛŀƴť 

DAC. 

 
rys. 79 

tƻǊƽǿƴǳƧŊŎ ƻōƛŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ƻōƧťǘƻǏŎƛ ǘŜƧ ǎŀƳŜƧ ōǊȅƱȅ ǿȅȊƴŀŎȊƳȅ ǿȅǎƻƪƻǏŏ H ƻǎǘǊƻǎƱǳǇŀΦ Wŀƪ 

ǿƛŘŀŏΣ ǎǘŀƴƻǿƛ ƻƴŀ мκо ŘƱǳƎƻǏŎƛ ǇǊȊŜƪŊǘƴŜƧ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΦ 
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SZEŚCIAN W KULI  
 

¢ŜƳŀǘ ǇǊȊŜƪǊƻƧƽǿ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ Ƴƻȍƴŀ ǊƻȊǇŀǘǊȅǿŀŏ ǿ ƛƴƴȅƳ ǳƧťŎƛǳ - ǳǘǿƻǊȊȅŏ ǳƴƛǿŜǊǎŀƭƴŊ 

ƪƻƴǎǘǊǳƪŎƧťΣ ƪǘƽǊŀ ōťŘȊƛŜ ƎŜƴŜǊƻǿŀŏ ǊƽȍƴŜ ƛ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ƳƻȍƭƛǿŜ ǇǊȊŜƪǊƻƧŜ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ƛ ŘƻǇƛŜǊƻ 

Ǉƻ ƛŎƘ ǳǘǿƻǊȊŜƴƛǳ ǇƻǎȊǳƪƛǿŀŏ ǿŀǊǳƴƪƽǿΣ ǿ ƪǘƽǊȅŎƘ ƻƴŜ ƛǎǘƴƛŜƧŊΦ YƻƴǎǘǊǳƪŎƧŀ ǘŀ ǿȅƳŀƎŀƱŀōȅ 

ǳǘǿƻǊȊŜƴƛŀ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ ƪǘƽǊŊ ƳƻƎƭƛōȅǏƳȅ ŘƻǿƻƭƴƛŜ ƻōǊŀŎŀŏ ǿ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƛ ƛ ƪǊƻƛŏ ǳǎǘŀƭƻƴȅ 

ƳƻŘŜƭ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΦ 

 

tƻƴƛŜǿŀȍ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴť ǿȅȊƴŀŎȊŀƧŊ ƧŜŘƴƻȊƴŀŎȊƴƛŜ ǘǊȊȅ ƴƛŜ ǿǎǇƽƱƭƛƴƛƻǿŜ ǇǳƴƪǘȅΣ ŘƻōǊȊŜ ōȅƱƻōȅ 

ƧŜ ǿȅōǊŀŏ ƴŀ ƪǳƭƛ ƻǇƛǎŀƴŜƧ ƴŀ ǘȅƳ ǎȊŜǏŎƛŀƴƛŜΦ ²ƽǿŎȊŀǎ ƳƻƎƭƛōȅǏƳȅ ǎǿƻōƻŘƴƛŜ ǇƻǊǳǎȊŀŏ ǘȅƳƛ 

ǇǳƴƪǘŀƳƛ ƴŀ ǘŜƧ ǎŦŜǊȊŜ ƛ ǇƻǎȊǳƪƛǿŀŏ ǊƻȊƳŀƛǘŜ ǇǊȊŜƪǊƻƧŜ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΦ 

 

CŀƪǘȅŎȊƴƛŜΣ ǿȅǎǘŀǊŎȊȅ ǿ DŜƻDŜōǊȊŜ ǳǘǿƻǊȊȅŏ ǎȊŜǏŎƛŀƴΣ ƻǇƛǎŀŏ ƴŀ ƴƛƳ ǎŦŜǊť ƛ ǿȅōǊŀŏ ƴŀ ƴƛŜƧ 

ǘǊȊȅ ŘƻǿƻƭƴŜ ǇǳƴƪǘȅΣ ǇǊȊŜǇǊƻǿŀŘȊƛŏ ǇǊȊŜȊ ƴƛŜ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴť ƛ ƳŀƴƛǇǳƭƻǿŀŏ ƴƛŊ ǇƻǊǳǎȊŀƧŊŎ Ǉƻ 

ǎŦŜǊȊŜ ǘȅƳƛ ǇǳƴƪǘŀƳƛΦ YƻƴǎǘǊǳƪŎƧŀ ƧŜǎǘ ǇǊƻǎǘŀ ƛ ƪŀȍŘȅ ƧŊ Ȋ ƱŀǘǿƻǏŎƛŊ ǿȅƪƻƴŀ ƴŀ ǳȍȅǘŜƪ ƭŜƪŎƧƛ ƻ 

ǇǊȊŜƪǊƻƧŀŎƘΦ !ƭŜ Ƴƻȍƴŀ ȊǊƻōƛŏ ƛƴŀŎȊŜƧ ς ǿȅōǊŀŏ ǎŦŜǊť ƛ ǿǇƛǎŀŏ ǿ ƴƛŊ ǎȊŜǏŎƛŀƴΣ ǇƻŘƻōƴƛŜ Ƨŀƪ Řƻ 

ƻƪǊťƎǳ ǿǇƛǎǳƧŜ ǎƛť ƪǿŀŘǊŀǘΦ hƪŀȊǳƧŜ ǎƛťΣ ȍŜ ǘƻ ȊŀŘŀƴƛŜ ƴƛŜ ƧŜǎǘ Ƨǳȍ ǘŀƪƛŜ ƱŀǘǿŜΥ  

plik [h мс ǎȊŜǏŎƛŀƴ ǿ ƪǳƭƛΦƎƎō 

¶ ǿȅōǊŀƴŊ ǇǊȊŜƪŊǘƴŊ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ŘȊƛŜƭƛƳȅ ƴŀ ǘǊȊȅ ǊƽǿƴŜ ƻŘŎƛƴƪƛΣ 

¶ ǇǊȊŜȊ Ǉǳƴƪǘȅ ǇƻŘȊƛŀƱǳ ǘŜƧ ǇǊȊŜƪŊǘƴŜƧ ƴŀ ǘǊȊȅ ǊƽǿƴŜ ƻŘŎƛƴƪƛ ǇǊƻǿŀŘȊƛƳȅ ŘǿƛŜ 

ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŜ Řƻ ǘŜƧ ǇǊȊŜƪŊǘƴŜƧΣ 

¶ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ ǘŜ ǇǊȊŜŎƛƴŀƧŊ ǎŦŜǊť ǿ ŘǿƽŎƘ ƻƪǊťƎŀŎƘΣ 

¶ ǿ ƧŜŘƴȅƳ Ȋ ƴƛŎƘ ǿȅƪǊŜǏƭƳȅ ǘǊƽƧƪŊǘ ǊƽǿƴƻōƻŎȊƴȅ ƴǇΦ KLM, 

¶ ǇǊȊŜƪǎȊǘŀƱŏƳȅ ǘŜƴ ǘǊƽƧƪŊǘ ǿ ǎȅƳŜǘǊƛƛ ǏǊƻŘƪƻǿŜƧ ǿȊƎƭťŘŜƳ ǏǊƻŘƪŀ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΣ 

¶ otrzymane punkty YΩ, [Ω, aΩ wraz z punktami K, L, M  ǎǘŀƴƻǿƛŊ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƛ 

ǇƻǎȊǳƪƛǿŀƴŜƎƻ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΦ 

¶  

 
rys. 80 

 
rys. 81 

 
rys. 82 
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rys. 83 

 
rys. 84 

 
rys. 85 

 

¢ŜǊŀȊ ǿȅǎǘŀǊŎȊȅ ƻōǊŀŏ ƴŀ ǎŦŜǊȊŜ о ƴƛŜǿǎǇƽƱƭƛƴƛƻǿŜ Ǉǳƴƪǘȅ ƛ ǇǊȊŜȊ ƴƛŜ ǇƻǇǊƻǿŀŘȊƛŏ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴťΦ 

½ƴŀƧŘǳƧŜƳȅ Ǉǳƴƪǘȅ ǇǊȊŜŎƛťŎƛŀ ǘŜƧ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ Ȋ ƪǊŀǿťŘȊƛŀƳƛ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ƛ ǘǿƻǊȊȅƳȅ ǿƛŜƭƻƪŊǘƴŜ 

ǇǊȊŜƪǊƻƧŜΦ tƱŀǎȊŎȊȅȊƴť ǘť Ƴƻȍƴŀ ŘƻǿƻƭƴƛŜ ƻōǊŀŎŀŏ ƎŜƴŜǊǳƧŊŎ ŎŀƱŊ ƎŀƳť ǘȅŎƘ ǇǊȊŜƪǊƻƧƽǿΦ  

 

CZWOROŚCIAN ORTOCENTRYCZNY 
 

½ ƪǳǊǎǳ ƎŜƻƳŜǘǊƛƛ ǎȊƪƻƭƴŜƧ ƧŜǎǘ ǿǎȊȅǎǘƪƛƳ ǿƛŀŘƻƳŜΣ ȍŜ ǿȅǎƻƪƻǏŎƛ ƪŀȍŘŜƎƻ ǘǊƽƧƪŊǘŀ ǇǊȊŜŎƛƴŀƧŊ 

ǎƛť ǿ ƧŜŘƴȅƳ ǇǳƴƪŎƛŜΦ tǳƴƪǘ ǘŜƴ ƴŀȊȅǿŀ ǎƛť ǿ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎŜ ortocentrum όƻǊǘƻ Ґ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱȅΣ 

ŎŜƴǘǊǳƳ Ґ ǏǊƻŘŜƪύΦ ²ƛŜƳȅ ǘŜȍΣ ȍŜ ǿ ǎƪǊŀƧƴȅŎƘ ǎȅǘǳŀŎƧŀŎƘ ƻǊǘƻŎŜƴǘǊǳƳ ǘƻ ȊŀƧƳǳƧŜ ǎȊŎȊŜƎƽƭƴŜ 

miejsce ς ƴǇΦ ǿ ǘǊƽƧƪŊŎƛŜ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘƴȅƳ ƧŜǎǘ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƛŜƳ ǇǊȊȅ ƪŊŎƛŜ ǇǊƻǎǘȅƳ όǊȅǎΦ усύΣ ǿ 

ǘǊƽƧƪŊŎƛŜ ǊƻȊǿŀǊǘƻƪŊǘƴȅƳ ƭŜȍȅ ȊŀǿǎȊŜ ƴŀ ȊŜǿƴŊǘǊȊ ǘǊƽƧƪŊǘŀ όǊȅǎΦ утύΣ ŀ ǿ ƻǎǘǊƻƪŊǘƴȅƳ 

ǿŜǿƴŊǘǊȊ όǊȅǎΦууύΦ  

 
rys. 86 

 
rys. 87 

 
rys. 88 

!ƴŀƭƻƎƛŊ ǘǊƽƧƪŊǘŀ ǿ ƎŜƻƳŜǘǊƛƛ о5 ƧŜǎǘ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴΣ ǿ ǎȊŎȊŜƎƽƭƴƻǏŎƛ ǘǊƽƧƪŊǘŀ ǊƽǿƴƻōƻŎȊƴŜƎƻ 

ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ŦƻǊŜƳƴȅΦ  
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{ǇǊƽōǳƧƳȅ ȊƴŀƭŜȋŏ ƻǊǘƻŎŜƴǘǊǳƳ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳΣ ŎȊȅƭƛ Ǉǳƴƪǘ ǇǊȊŜŎƛťŎƛŀ ǎƛť ƧŜƎƻ ŎȊǘŜǊŜŎƘ 

ǿȅǎƻƪƻǏŎƛΦ ² ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƛ ǿȅǎƻƪƻǏŎƛ ǘŜ ǎŊ ǇǊƻǎǘȅƳƛ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱȅƳƛ Řƻ ǏŎƛŀƴ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ 

ǇƻǇǊƻǿŀŘȊƻƴȅƳƛ ǇǊȊŜȊ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƛ ƴƛŜ ƴŀƭŜȍŊŎȅƳƛ Řƻ ǘȅŎƘ ǏŎƛŀƴȅΦ  

{ƪƻƴǎǘǊǳǳƧƳȅ ǿƛťŎ ǘŜ ǇǊƻǎǘŜ ƛ ȊƴŀƧŘȋƳȅ ƛŎƘ Ǉǳƴƪǘ ǇǊȊŜŎƛťŎƛŀΦ WŜǏƭƛ ǘƻ ǿȅƪƻƴŀƳȅ ǿ ǇǊƻƎǊŀƳƛŜ 

ƪƻƳǇǳǘŜǊƻǿȅƳ ǊŜŀƭƛȊǳƧŊŎȅƳ ƎŜƻƳŜǘǊƛť ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƴŊ ǘƻ ƳƻȍŜ ǎƛť ǘŀƪ ȊŘŀǊȊȅŏΣ ȍŜ Ǉǳƴƪǘ ǘŜƴ 

ōťŘȊƛŜƳȅ ǿ ǇŜǿƴȅƳ ƳƻƳŜƴŎƛŜ ǿƛŘƻŎȊƴȅ όǊȅǎΦ уфύΣ ŀƭŜ ƎŘȅ ǘȅƭƪƻ ƻōǊƽŎƛƳȅ ƭŜƪƪƻ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴΣ 

Ǉǳƴƪǘ ǘŜƴ ƻƪŀȊǳƧŜ ǎƛť αŦŀǘŀ ƳƻǊƎŀƴŊέ όǊȅǎΦ флύ ς Ǉƻ ǇǊƻǎǘǳ Ȋƴƛƪŀ ƛ ƻƪŀȊǳƧŜ ǎƛťΣ ȍŜ ŎȊǘŜǊȅ ǇǊƻǎǘŜ 

ǿ ƻƎƽƭŜ ƴƛŜ ǇǊȊŜŎƛƴŀƧŊ ǎƛť ȊŜ ǎƻōŊ ǿ ƧŜŘƴȅƳ ǇǳƴƪŎƛŜΗ όǊȅǎΦ фмύΦ  

 

 
rys. 89 

 
rys. 90 

 

 
rys. 91 

 

/ƻǏ ǘǊȊŜōŀ ȊƳƛŜƴƛŏΦ !ƭŜ ŎƻΚ bŀƧƭŜǇƛŜƧ ŎƘȅōŀ ƪǎȊǘŀƱǘ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳΦ /ƘǿȅǘŀƳȅ ƳȅǎȊŊ ƧŜƎƻ 

ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƛ ƛ ȊƳƛŜƴƛŀƳȅ ǊƻȊƳƛŀǊȅ ƧŜƎƻ ƪǊŀǿťŘȊƛΣ ǏŎƛŀƴ ƛ ƪŊǘƽǿΦ tǊƽōǳƧŜƳȅ ŘŀƭŜƧ ΧΦ ƳƻȍŜ ǳŘŀ 

ǎƛť ƴŀƳ ǘŀƪ ŘƻǇŀǎƻǿŀŏ ǇƻƱƻȍŜƴƛŜ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƽǿ ŀȍ     ƧŜƎƻ ǿȅǎƻƪƻǏŎƛ ǇǊȊŜǘƴŊ ǎƛťΦ tƻǎȊǳƪƛǿŀƴƛŜ 

ƴƛŜ ƧŜǎǘ ǇǊƻǎǘŜ ƛ ǘǊǿŀ ŘƻǏŏ ŘƱǳƎƻΦ ½ŀ ƪŀȍŘȅƳ ǊŀȊŜƳ ƳǳǎƛƳȅ ƻōǊŀŎŀŏ ŎŀƱȅ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴΣ ōȅ ƻƎƭŊŘŀŏ 

go z innego punktu widzenia.  

DŘȅ Ƨǳȍ ǳŘŀƱƻ ǎƛť ƴŀƳ ǿ ǇǊȊȅōƭƛȍŜƴƛǳ ȊōǳŘƻǿŀŏ ǘŀƪƛ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴΣ ƪǘƽǊȅ Ƴŀ ƻǊǘƻŎŜƴǘǊǳƳΣ 

ǇǊȊȅǇŀǘǊȊƳȅ ǎƛť ǳǿŀȍƴƛŜ ǘŜƳǳ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴƻǿƛ ƛ ǎǇǊƽōǳƧƳȅ ŘƻǎǘǊȊŜŎ ǿ ƴƛƳ ŎƻǏ ǎȊŎȊŜƎƽƭƴŜƎƻΦ 

wȅǎǳƴƪƛ фн ƛ фо ƛƭǳǎǘǊǳƧŊ ǘŀƪƛ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ǿǊŀȊ Ȋ ƧŜƎƻ ƻǊǘƻŎŜƴǘǊǳƳ ǿƛŘȊƛŀƴŜ Ȋ ŘǿƽŎƘ ǊƽȍƴȅŎƘ 

ǇǳƴƪǘƽǿΦ /ƻ ŎƛŜƪŀǿŜƎƻ ȊŀǳǿŀȍŀƳȅΚ 
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rys. 92 

 

 
rys. 93 

 

¦ƱƽȍƳȅ ƧŜŘƴŊ Ȋ ƪǊŀǿťŘȊƛ ǇƻȊƛƻƳƻ όƪǊŀǿťŘȋ AC ƴŀ ǊȅǎΦ фнύ ƛ ǇƻǇŀǘǊȊƳȅ ƴŀ ǘŜƴ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ōŜȊ 

ƧŜƎƻ ǊŜƴŘŜǊƻǿŀƴƛŀΣ ŎȊȅƭƛ ǘŀƪΣ Ƨŀƪōȅ ōȅƱ ǇǊȊŜȋǊƻŎȊȅǎǘȅΣ ōȅ ǿƛŘȊƛŜŏ ǇƻȊƻǎǘŀƱŜ ƧŜƎƻ ƪǊŀǿťŘȊƛŜ Χ 

hƪŀȊǳƧŜ ǎƛťΣ ȍŜ ƪǊŀǿťŘȋ ǎƪƻǏƴŀ Řƻ ǘŜƧ ǇƻȊƛƻƳŜƧ όƪǊŀǿťŘȋ DBύ ǿȅŘŀƧŜ ǎƛť ōȅŏ ǿ ǊȊǳŎƛŜ ǿƛŘƻŎȊƴŀ 

ǇƻŘ ƪŊǘŜƳ ǇǊƻǎǘȅƳ Řƻ ƴƛŜƧΦ tƻŘƻōƴƛŜ ƪǊŀǿťŘȋ AB ƛ ǎƪƻǏƴŀ Řƻ ƴƛŜƧ CD ǘŜȍ ǎŊ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŜ όǊȅǎΣ 

93) 

 

Faktycznie istnieje twierdzenie: 

WŜȍŜƭƛ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ Ƴŀ ŘǿƛŜ ǇŀǊȅ ǎƪƻǏƴȅŎƘ ƪǊŀǿťŘȊƛ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŜ Řƻ ǎƛŜōƛŜΣ ǿƽǿŎȊŀǎ ƧŜǎǘ 

ortocentryczny. 

 

5ƻǿƽŘ ǇƻƳƛƵƳȅΣ ƎŘȅȍ ƧŜǎǘ ōŀǊŘȊƻ ǎƪƻƳǇƭƛƪƻǿŀƴȅ ƛ Ƴƻȍƴŀ Ǝƻ ȊƴŀƭŜȋŏ ǿ ǇǳōƭƛƪŀŎƧƛ  !ƴƛŜƭƛ 

EreƴŦŜǳŎƘǘ α/ƛŜƪŀǿȅ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴέΦ  Skoro wiemy, jaki ǿŀǊǳƴŜƪ ǎǇŜƱƴƛŀ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ 

ƻǊǘƻŎŜƴǘǊȅŎȊƴȅΣ ǘƻ ǎǇǊƽōǳƧƳȅ Ǝƻ ǎƪƻƴǎǘǊǳƻǿŀŏ ǿ ǇǊƻƎǊŀƳƛŜ DŜƻDŜōǊŀΦ hǘǿƽǊȊƳȅ ǇƭƛƪƛΥ 

[h мр /ȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ƻǊǘƻ мΦƎƎō. 

[h мр /ȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ƻǊǘƻ нΦƎƎō. 

[h мр /ȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ƻǊǘƻ оΦƎƎō. 

[h мр /ȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ƻǊǘƻ пΦƎƎō. 

 

YƻƴǎǘǊǳƪŎƧŀ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴu ortocentrycznego 

YǊŜǏƭƛƳȅ ƪƻƭŜƧƴƻΥ 

¶ Punkty A i B ǿ ǿȅōǊŀƴŜƧ ŘƻǿƻƭƴƛŜ ǇƱŀǎȊŎȊȅȋƴƛŜ a. 

¶ Odcinek AB. 

¶ Dowolny punkt K na odcinku AB. 

¶ tƱŀǎȊŎȊȅȊƴť b ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŊ Řƻ ƻŘŎƛƴƪŀ AB ǇǊȊŜŎƘƻŘȊŊŎŊ przez punkt K. 

¶ ½ƴŀƧŘǳƧŜƳȅ ǇǊƻǎǘŊ k ǇǊȊŜŎƛťŎƛŀ ǎƛť ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴ a i b. 

¶ Wybieramy dowolny  punkt C na prostej k. 
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rys. 94 

 

YǊŀǿťŘȋ CD Ƴǳǎƛ ōȅŏ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŀ Řƻ ƪǊŀǿťŘȊƛ ABΣ ǿƛťŎ Ƴǳǎƛ ƭŜȍŜŏ ǿ ǇƱŀǎȊŎȊȅȋƴƛŜ b. W tej 

ǇƱŀǎȊŎȊȅȋƴƛŜ Ƴǳǎƛ ǿƛťŎ ƭŜȍŜŏ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱŜƪ D ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ ƻǊǘƻŎŜƴǘǊȅŎȊƴŜƎƻΦ 

Wŀƪ Ǝƻ ȊƴŀƭŜȋŏΚ 

²ƛŜƳȅΣ ȍŜ ǿŀǊǳƴƪƛŜƳ ƴŀ ǘƻΣ ōȅ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ōȅƱ ƻǊǘƻŎŜƴǘǊȅŎȊƴȅ ƧŜǎǘΣ ŀōȅ ŘǿƛŜ ǇŀǊȅ ǎƪƻǏƴȅŎƘ 

ƪǊŀǿťŘȊƛ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ ōȅƱȅ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƭŜΣ ŎȊȅƭƛΥ 

AB ̂  CD,  CB ̂  AD 

²ƽǿŎȊŀǎ ōťŘȊƛŜ ǊƽǿƴƛŜȍ AC ̂  BD ƛ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ƧŜǎǘ Ƨǳȍ ƻǊǘƻŎŜƴǘǊȅŎȊƴȅΦ 

Aby AD ōȅƱƻ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƭŜ Řƻ CB ƳǳǎƛƳȅ ǇƻǇǊƻǿŀŘȊƛŏ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴť g  ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŊ Řƻ ƪǊŀǿťŘȊƛ 

CB ƪƻƴǎǘǊǳƻǿŀƴŜƎƻ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳΦ ² ǘŜƧ ǇƱŀǎȊŎȊȅȋƴƛŜ Ƴǳǎƛ ƭŜȍŜŏ ǇƻǎȊǳƪƛǿŀƴȅ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱŜƪ D. 

½ƴŀƧŘǳƧŜƳȅ ƪǊŀǿťŘȋ m ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴ b i g.  ² ƴƛŜƧ ȊŀǿƛŜǊŀ ǎƛť ǿȅǎƻƪƻǏŏ ǇƻǇǊƻǿŀŘȊƻƴŀ Ȋ 

ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪŀ D ƴŀ ǇƻŘǎǘŀǿť ABC ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳΣ ŀ ȊŀǘŜƳ ǊƽǿƴƛŜȍ ƴŀ ƴƛŜƧ ȊƴŀƧŘǳƧŜ ǎƛť ǘŜƴ 

ǿƛŜǊȊŎƘƻƱŜƪ όǊȅǎΦ фрύΦ !ƭŜ ƎŘȊƛŜΚ 

 
rys. 95 

tƻƴƛŜǿŀȍ AB Ƴŀ ōȅŏ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŜ Řƻ CDΣ ǿƛťŎ μÏCDK| = 90̄. Zatem punkt D Ƴǳǎƛ ƭŜȍŜŏ ƴŀ 

ƻƪǊťƎǳ ƻ ǏǊŜŘƴƛŎȅ CKΦ YǊŜǏƭƛƳȅ ǿƛťŎ ǘŜƴ ƻƪǊŊƎΦ WŜƎƻ ǏǊƻŘŜƪ ƧŜǎǘ ǏǊƻŘƪƛŜƳ M odcinka CK i 

przechodzi przez C lub K ς rys. 96.  
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²ƛŜƳȅ ƧǳȍΣ ȍŜ Ǉǳƴƪǘ D ȊƴŀƧŘǳƧŜ ǎƛť ƴŀ ǇǊƻǎǘŜƧ m, ŀƭŜ ǊƽǿƴƻŎȊŜǏƴƛŜ Ƴǳǎƛ ƭŜȍŜŏ ƴŀ 

ǎƪƻƴǎǘǊǳƻǿŀƴȅƳ ƻƪǊťƎǳΣ ȊŀǘŜƳ ƧŜǎǘ ƻƴ ǇǳƴƪǘŜƳ ǇǊȊŜŎƛťŎƛŀ ǘŜƎƻ ƻƪǊťƎǳ Ȋ ǇǊƻǎǘŊ m ς rys. 97. 

 
rys. 97 

¦ȊȅǎƪŀƭƛǏƳȅ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ƻǊǘƻŎŜƴǘǊȅŎȊƴȅ ς rys. 98Φ hƎƭŊŘŀƧŊŎ ǿ ǊȊǳŎƛŜ ƧŜƎƻ ƪǊŀǿťŘȊƛŜΣ 

ǳǘǿƻǊȊƻƴŜ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ ƛ ȊŀȊƴŀŎȊƻƴŜ ƪŊǘȅ ǊƻȊǳƳƛŜƳȅ ŘƭŀŎȊŜƎƻ ƪǊŀǿťŘȊƛŜ ǎƪƻǏƴŜ ǘŜƎƻ 

ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ ǎŊ Řƻ ǎƛŜōƛŜ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŜΦ YƻǊȊȅǎǘŀƳȅ ǇƻƴƻǿƴƛŜ Ȋ ǿŎȊŜǏƴƛŜƧǎȊŜƎƻ ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŀ ƻ 

ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱȅŎƘ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴŀŎƘ ƛ ȊŀǿŀǊǘȅŎƘ ǿ  ƴƛŎƘ prostych. 

 
rys. 98 

tƻƱŊŎȊƳȅ ƻŘŎƛƴƪŀƳƛ ǏǊƻŘƪƛ P, Q, R i S ƻŘǇƻǿƛŜŘƴƛŎƘ ƪǊŀǿťŘȊƛ ǘŜƎƻ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ ƛ ȊƳƛŜǊȊƳȅ 

je (rys.99). 

hƪŀȊǳƧŜ ǎƛťΣ ȍŜ μPR| = | SQ|. - ŎȊȅƭƛ ǇǊȊŜƪŊǘƴŜ ŎȊǿƻǊƻƪŊǘŀ PQRS ǎŊ ǘŜƧ ǎŀƳŜƧ ŘƱǳƎƻǏŎƛΦ 

 

hȊƴŀŎȊŀ ǘƻΣ ȍŜΥ 

tǊȊŜƪǊƽƧ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ ƻǊǘƻŎŜƴǘǊycznego ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴŊ ǇǊȊŜŎƘƻŘȊŊŎŊ ǇǊȊŜȊ  ǏǊƻŘƪƛ ƧŜƎƻ 

ƪǊŀǿťŘȊƛ ƧŜǎǘ ȊŀǿǎȊŜ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘŜƳΦ 
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rys. 99 

 

WYSOKOŚCI W CZWOROŚCIANIE FOREMNYM 
 

bŀ ƪƻƴƛŜŎ ǿŀǊǘƻ ȊǿǊƽŎƛŏ ǳǿŀƎť ƴŀ ǘŜƴ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴΣ Ȋ ƪǘƽǊȅƳ ƴŀƧŎȊťǏŎƛŜƧ ǎǇƻǘȅƪŀƳȅ ǎƛť ƴŀ 

lekcjach stereometrii w szkole ς ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ŦƻǊŜƳƴȅΦ ² ƴƛƳΣ ǇƻŘƻōƴƛŜ Ƨŀƪ ǿ ǘǊƽƧƪŊŎƛŜ 

ǊƽǿƴƻōƻŎȊƴȅƳ ǿȅǎƻƪƻǏŎƛ ǇǊȊŜŎƛƴŀƧŊ ǎƛť ȊŀǿǎȊŜ ǿ ƧŜŘƴȅƳ ǇǳƴƪŎƛŜ ƛ Ǉǳƴƪǘ ǘŜƴ ǎǘŀƴƻǿƛ ƴƛŜ 

ǘȅƭƪƻ ƻǊǘƻŎŜƴǘǊǳƳ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ ŦƻǊŜƳƴŜƎƻ ŀƭŜ ǊƽǿƴƛŜȍ ƧŜǎǘ ǏǊƻŘƪƛŜƳ ƪǳƭƛ ǿǇƛǎŀƴŜƧ ƛ ƻǇƛǎŀƴŜƧ 

na nim. 

 

² ǘǊƽƧƪŊŎƛŜ ǊƽǿƴƻōƻŎȊƴȅƳ ƻǊǘƻŎŜƴǘǊǳƳ ǘŜȍ ƧŜǎǘ ǏǊƻŘƪƛŜƳ ƪƻƱŀ ƻǇƛǎŀƴŜƎƻ ƛ ǿǇƛǎŀƴŜƎƻ ǿ ǘŜƴ 

ǘǊƽƧƪŊǘΣ ŀ ǇƻƴŀŘǘƻ ƧŜǎǘ ƻƴ ǏǊƻŘƪƛŜƳ ŎƛťȍƪƻǏŎƛ όōŀǊƛŎŜƴǘǊǳƳύ ǘǊƽƧƪŊǘŀΦ hǊǘƻŎŜƴǘǊǳƳ ǘǊƽƧƪŊǘŀ 

ǊƽǿƴƻōƻŎȊƴŜƎƻ ŘȊƛŜƭƛ ƧŜƎƻ ǿȅǎƻƪƻǏŎƛ ǿ ǎǘƻǎǳƴƪǳ 2:1. 

 

! Ƨŀƪ ǘŀ ǿƱŀǎƴƻǏŏ Ƴŀ ǎƛť Řƻ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ foremnego?  Po wykonaniu modelu takiego 

ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ ƳƻȍŜƳȅ ȊƳƛŜǊȊȅŏ ƻŘǇƻǿƛŜŘƴƛŜ ƻŘƭŜƎƱƻǏŎƛ ƛ ƻƪŀȊǳƧŜ ǎƛťΣ ȍŜ ƻǊǘƻŎŜƴǘǊǳƳ ŘȊƛŜƭƛ 

ǿȅǎƻƪƻǏŎƛ ǿ ǎǘƻǎǳƴƪǳ 3:1Φ [ƛŎȊōȅ н ƛ о ǘƻ ǿȅƳƛŀǊȅ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƛ ǿ ƪǘƽǊŜƧ ȊƴŀƧŘǳƧŜ ǎƛť ǘǊƽƧƪŊǘ ƛ 

ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ŦƻǊŜƳƴȅΦ  

 

aƻȍƴŀ ōȅ ǇǊȊȅǇǳǎȊŎȊŀŏ ȍŜ ǿ п ǿȅƳƛŀǊƻǿŜƧ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƛ ǎǘƻǎǳƴŜƪ ǘŜƴ ǇƻǿƛƴƛŜƴ ǿȅǊŀȍŀŏ ǎƛť 

ƭƛŎȊōŊ 4:1 a w n-ǿȅƳƛŀǊƻǿŜƧ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƛ ōȅŏ ƳƻȍŜΣ ǿȅƴƻǎƛ ƻƴ n:1. 

! ƻǘƻ ŘƻǿƽŘΣ ȍŜ ǿ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴƛŜ ŦƻǊŜƳƴȅƳ ǿȅǎƻƪƻǏŎƛ ŘȊƛŜƭŊ ǎƛť ǿ ǎǘƻǎǳƴƪǳ 3:1. 

bŀ Ǌȅǎǳƴƪǳ ǇƻƴƛȍŜƧ ǿƛŘŀŏΣ ȍŜ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ Ƴƻȍƴŀ ǊƻȊƱƻȍȅŏ ƴŀ п ǇǊȊȅǎǘŀƧŊŎŜ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴȅ ƻ ǘŜƧ 

samej podstawie S Ŏƻ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ŦƻǊŜƳƴȅ ƛ ǘȅŎƘ ǎŀƳȅŎƘ ǿȅǎƻƪƻǏŎƛŀŎƘ h ǊƽǿƴȅŎƘ ƻŘƭŜƎƱƻǏŎƛ 

ƻǊǘƻŎŜƴǘǊǳƳ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ ƻŘ ƧŜƎƻ ǏŎƛŀƴΦ bƛŜŎƘ H ōťŘȊƛŜ ǿȅǎƻƪƻǏŎƛŊ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ 

foremnego. hōƧťǘƻǏŏ ŎŀƱŜƎƻ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ ǘƻ ǎǳƳŀ ƻōƧťǘƻǏŎƛ ǘȅŎƘ ŎȊǘŜǊŜŎƘ ƳƴƛŜƧǎȊȅŎƘ 

ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴƽǿΦ 5ƭŀǘŜƎƻΥ 
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tǊƻǇƻƴǳƧť ǿ ǇƻŘƻōƴȅ ǎǇƻǎƽō ǳȊŀǎŀŘƴƛŏ ǇƻǎƱǳƎǳƧŊŎ ǎƛť ǊȅǎǳƴƪƛŜƳ млмΣ ȍŜ ortocentrum 

ǘǊƽƧƪŊǘŀ ǊƽǿƴƻōƻŎȊƴŜƎƻ ŘȊƛŜƭƛ ƪŀȍŘŊ ƧŜƎƻ ǿȅǎƻƪƻǏŏ I ǿ ǎǘƻǎǳƴƪǳ нΥмΦ 

 

 
rys. 100 

 
rys. 101 

 

 

DWA OSTROSŁUPY 
 

½ŘŀƧŜƳȅ ǎƻōƛŜ ǎǇǊŀǿť Ȋ ǘŜƎƻΣ ȍŜ ƴŀǎȊŀ ǿȅƻōǊŀȋƴƛŀ ƴŀǎ ȊŀǿƻŘȊƛ ƛ ŎȊťǎǘƻ ōƱťŘƴƛŜ ǊƻȊǿƛŊȊǳƧŜƳȅ 

ȊŀŘŀƴƛŀ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƴŜΦ !ƭŜ ƧŜǎǘ ƪƭŀǎŀ ǘŀƪƛŎƘ ȊŀŘŀƵΣ ǿ ƪǘƽǊȅŎƘ ǘǊǳŘƴƻ ǇǊȊŜǿƛŘȊƛŜŏ ŎƻǏΣ ŎȊŜƎƻ ƴƛŜ 

ǿƛŘŀŏ ƴŀ ǇƛŜǊǿǎȊȅ ǊȊǳǘ ƻƪŀΦ bŀƧƎƻǊȊŜƧ ƎŘȅ ƳŀƳȅ ŎƻǏ ǊƻȊǿƛŊȊŀŏ ƴŀ ƪŀǊǘŎŜ ǇŀǇƛŜǊǳ ƛ ŀȍ ōȅ ǎƛť 

ŎƘŎƛŀƱƻ ǘƻ Ŏƻ ǊȅǎǳƧŜƳȅ ƻōǊƽŎƛŏΣ ŀ ǘǳ ǎƛť ƴƛŜ ŘŀΦ 5ƭŀǘŜƎƻ ǿŀǊǘƻ ƪƻǊȊȅǎǘŀŏ Ȋ ǇǊƻƎǊŀƳƽǿ ƎŜƻƳŜǘǊƛƛ 

ŘȅƴŀƳƛŎȊƴŜƧ ǿ ƪǘƽǊȅŎƘ ǇƻǊǳǎȊŀƧŊŎ ƻōƛŜƪǘŀƳƛ ǇǊȊȅȊǿȅŎȊŀƧŀƳȅ ǎƛť Řƻ ǘŜƎƻ ȍŜ Ƨǳȍ ōŜȊ ǘŜƎƻ 

ǇǊƻƎǊŀƳǳ ŎȊǳƧŜƳȅ  Ŏƻ ōȅ ǎƛť ŘȊƛŀƱƻΣ ƎŘȅōȅ ōȅƱ ƪƻƳǇǳǘŜǊΦ  

 

tƻȊƴŀƧƳȅ ȊŀŘŀƴƛŜ ǿ ƪǘƽǊȅƳ ƴŀǎȊŀ ƛƴǘǳƛŎƧŀ ƛ ǿȅƻōǊŀȋƴƛŀ ƳƻȍŜ ƴŀǎ ȊŀǿƛŜǏŏΦ tǊƻǇƻƴǳƧť ƧŜ 

ǊƻȊǿƛŊȊŀŏ ƴŀƧǇƛŜǊǿ ƴŀ ƪŀǊǘŎŜ ǇŀǇƛŜǊǳ ƭǳō ǿ ƳȅǏƭƛΣ ŀ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ ǎǇǊŀǿŘȊƛŏ 

 

5ƻ ƧŜŘƴŜƧ ȊŜ ǏŎƛŀƴ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇŀ ǇǊŀǿƛŘƱƻǿŜƎƻ ŎȊǿƻǊƻƪŊǘƴŜƎƻ ƻ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ƪǊŀǿťŘȊƛŀŎƘ ǘŜƧ 

ǎŀƳŜƧ ŘƱǳƎƻǏŎƛ ǇǊȊȅƪƭŜƧƻƴƻ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ŦƻǊŜƳƴȅ ƻ ǘŜƧ ǎŀƳŜƧ ŘƱǳƎƻǏŎƛ ƪǊŀǿťŘȊƛΦ LƭŜ ǏŎƛŀƴ 

ǇƻǎƛŀŘŀ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴ ƻǘǊȊȅƳŀƴȅ ǿ ǿȅƴƛƪǳ ǘŜƎƻ ǎƪƭŜƧŜƴƛŀΚ 
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²ȅƪƻƴŀƧƳȅ ǘť ƪƻƴǎǘǊǳƪŎƧť ǿ DŜƻDŜōǊȊŜΦ tǊƻōƭŜƳŜƳ ƳƻȍŜ ōȅŏ ǎƪƻƴǎǘǊǳƻǿŀƴƛŜ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇŀ 

ŎȊǿƻǊƻƪŊǘƴŜƎƻ ƻ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ƪǊŀǿťŘȊƛŀŎƘ ǘŜƧ ǎŀƳŜƧ ŘƱǳƎƻǏŎƛΦ ² ǘŀƪƛŎƘ ǎȅǘǳŀŎƧŀŎƘ ǇƻǎƱǳƎǳƧŜƳȅ 

ǎƛť αprzestrzennym cyrklemέΣ ŎȊȅƭƛ ǎŦŜǊŊ ƻ ŘŀƴȅƳ ǇǊƻƳƛŜƴƛǳΥ 

¶ ƪǊŜǏƭƛƳȅ ƪǿŀŘǊŀǘ ƻ ōƻƪǳ ŘƱǳƎƻǏŎƛ a ale w menu 2D - najpierw obieramy dwa punkty w 

ǇƱŀǎȊŎȊȅȋƴƛŜ XY ŀ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ ƴŀǊȊťŘȊƛŜ 4/2 ²ƛŜƭƻƪŊǘ ŦƻǊŜƳƴȅ ƛ ǿǎƪŀȊǳƧŜƳȅ ƭƛŎȊōť пΣ 

¶ ǘǿƻǊȊȅƳȅ ǎŦŜǊť ƻ ǏǊƻŘƪǳ ǿ ƧŜŘƴȅƳ Ȋ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƽǿ ǘŜƎƻ ƪǿŀŘǊŀǘǳ ƛ ǇǊƻƳƛŜƴƛǳ a, 

¶ ǿ ǏǊƻŘƪǳ ƪǿŀŘǊŀǘǳ ǿȅǎǘŀǿƛŀƳȅ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŊ Řƻ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊny XY (rys. 102), 

¶ Ǉǳƴƪǘ ǇǊȊŜŎƛťŎƛŀ ǘŜƧ ǇǊƻǎǘƻǇŀŘƱŜƧ ƛ ǳǘǿƻǊȊƻƴŜƧ ǎŦŜǊȅ ǿȅȊƴŀŎȊŀ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱŜƪ 

ƪƻƴǎǘǊǳƻǿŀƴŜƎƻ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇŀ ŎȊǿƻǊƻƪŊǘƴŜƎƻ ƻ ǊƽǿƴȅŎƘ ŘƱǳƎƻǏŎƛŀŎƘ ƪǊŀǿťŘȊƛΣ 

 

 
rys. 102 

¶ ŀōȅ ǳǘǿƻǊȊȅŏ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ŦƻǊŜƳƴȅ ƴŀ ōŀȊƛŜ ƧŜŘƴŜƧ ȊŜ ǏŎƛŀƴ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇŀΣ ǿȅǎǘŀǊŎȊȅ 

ǿȅōǊŀŏ ƴŀǊȊťŘȊƛŜ о5 уκт όŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴ ŦƻǊŜƳƴȅύ ƛ ǿǎƪŀȊŀŏ Řǿŀ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƛ ǘŜƧ ǏŎƛŀƴȅ 

ƻǎǘǊƻǎƱǳǇŀύ 

¢ŜǊŀȊ ŎȊŀǎ ƴŀ ǇƻǊƽǿƴŀƴƛŜ ƻŘŎȊȅǘŀƴŜƎƻ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŀ ǿ DŜƻDŜōǊȊŜ  Ȋ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŜƳ ƴŀ ƪŀǊǘŎŜ 

papieru. WŜǎǘŜǏƳȅ ŎƘȅōŀ ȊŀǎƪƻŎȊŜƴƛΚ  h ǘƻ ǿƱŀǏƴƛŜ ŎƘƻŘȊƛƱƻΦ 

 

hƪŀȊǳƧŜ ǎƛťΣ ȍŜ ǏŎƛŀƴŀ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇŀ ƛ ŎȊǿƻǊƻǏŎƛŀƴǳ ƭŜȍŊ ǿ ƧŜŘƴŜƧ ǇƱŀǎȊŎȊȅȋƴƛŜΣ Ŏƻ ǿŎŀƭŜ ƴƛŜ ōȅƱƻ 

ƱŀǘǿŜ Řƻ ǇǊȊŜǿƛŘȊŜƴƛŀΦ ²ƛŘŀŏ ǘƻ ŘƻǇƛŜǊƻ ǿ ǘǊŀƪŎƛŜ ƻōǊŀŎŀƴƛŀ ǎǳƳȅ ǘȅŎƘ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴƽǿ ǿ 

ǇǊƻƎǊŀƳƛŜ DŜƻDŜōǊŀΦ hǎǘŀǘŜŎȊƴƛŜ ƴƻǿƻǳǘǿƻǊȊƻƴȅ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴ Ƴŀ р ǏŎƛŀƴ όŀ ƴƛŜ тύ ς rys. 103 i 

104. 

 



 

82 

 
rys. 103 

 
rys. 104 

Gotowa konstrukcja w GeoGebrze to [h мс Řǿŀ ƻǎǘǊƻǎƱǳǇȅΦƎƎō 

 

DWUNASTOŚCIAN ROMBOWY 
 

wƻȊǿƛŊȍƳȅ ƪƻƭŜƧƴŜ ȊŀŘŀƴƛŜΣ ǿ ƪǘƽǊȅƳ ǿȅƻōǊŀȋƴƛŀ ƛ ƛƴǘǳƛŎƧŀ ƳƻȍŜ ƴŀǎ ȊǿƛŜǏŏ  

 

²ȅƻōǊŀȋƳȅ ǎƻōƛŜΣ ȍŜ ǏǊƻŘŜƪ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ǇǊȊŜƪǎȊǘŀƱŎŀƳȅ ǎȊŜǏŎƛƻƪǊƻǘƴƛe w symetriach 

ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴƻǿȅŎƘ ǿȊƎƭťŘŜƳ ƧŜƎƻ ǏŎƛŀƴΣ ƻǘǊȊȅƳǳƧŊŎ ǿ ǘŜƴ ǎǇƻǎƽō ǎȊŜǏŏ ƴƻǿȅŎƘ Ǉǳƴƪǘƽǿ 

ƭŜȍŊŎȅŎƘ ƴŀ ȊŜǿƴŊǘǊȊ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΦ tƻ ǇƻƱŊŎȊŜƴƛǳ ƪŀȍŘŜƎƻ Ȋ ƴƛŎƘ Ȋ ƴŀƧōƭƛȍǎȊȅƳƛ ŎȊǘŜǊŜƳŀ 

ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪŀƳƛ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ƻǘǊȊȅƳǳƧŜƳȅ ƴƻǿȅ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴΦ bŀǊȅǎǳƧ ǳȊȅǎƪŀƴȅ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴ ƴŀ 

ƪŀǊǘŎŜ ǇŀǇƛŜǊǳ ƛ  ƻŘǇƻǿƛŜŘȊ ƴŀ ǇƻƴƛȍǎȊŜ ǇȅǘŀƴƛŀΥ 

ŀκ ƛƭŜ Ƴŀ ƻƴ ƪǊŀǿťŘȊƛΣ ǏŎƛŀƴ ƛ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱƪƽǿΚ 

ōκ ŎȊȅ ƧŜǎǘ ǘƻ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴ ŦƻǊŜƳƴȅΚ 

Ŏκ Ƨŀƪŀ ƧŜǎǘ ƧŜƎƻ ƻōƧťǘƻǏŏ ǿ ǇƻǊƽǿƴŀƴƛǳ Ȋ ƻōƧťǘƻǏŎƛŊ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΚ 

 

½ŀŘŀƴƛŜ ǘƻ Ƴƻȍƴŀ ōȅ ǎŦƻǊƳǳƱƻǿŀŏ ǊƽǿƴƛŜȍ ƛƴŀŎȊŜƧΥ  ² ǎȊŜǏŎƛŀƴƛŜ ǳǘǿƻǊȊƻƴƻ с ƻǎǘǊƻǎƱǳǇƽǿΣ 

ƪǘƽǊŜ ƳŀƧŊ ǿǎǇƽƭƴȅ ǿƛŜǊȊŎƘƻƱŜƪ ς ǏǊƻŘŜƪ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ŀ ƛŎƘ ǇƻŘǎǘŀǿȅ ǎŊ ǏŎƛŀƴŀƳƛ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΦ 

hǎǘǊƻǎƱǳǇȅ ǘŜ ǇǊȊȅƪƭŜƧƻƴƻ Řƻ ǏŎƛŀƴ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ƻŘ ȊŜǿƴŊǘǊȊΣ ǳȊȅǎƪǳƧŊŎ ǿ ǘŜƴ ǎǇƻǎƽō ƴƻǿȅ 

ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴΦ 

wȅǎǳƴƪƛ ǳŎȊƴƛƽǿ ǿȅƪƻƴŀƴŜ ŘƻǏŏ ƴƛŜȊŘŀǊƴƛŜ ƴƛŜ ǇƻȊǿŀƭŀƧŊ ŘƻƪƱŀŘƴƛŜ ƻƪǊŜǏƭƛŏ ȊŀǊƽǿƴƻ ǊƻŘȊŀƧǳ 

ǏŎƛŀƴ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴǳ Ƨŀƪ ƛŎƘ ƛƭƻǏŏΦ /Ȋťǎǘƻ ƻŘǇƻǿƛŀŘŀƧŊΣ ȍŜ ƴŀ ƪŀȍŘŜƧ ǏŎƛŀƴƛŜ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ǇǊȊȅōȅƱȅ 

ŎȊǘŜǊȅ ǘǊƽƧƪŊǘȅΣ ŀ ȊŀǘŜƳ ƱŊŎȊƴƛŜ Ǉƻǿƛƴƴƻ ōȅŏ ƛŎƘ нпΦ hƪŀȊǳƧŜ ǎƛť ȍŜ ǇƻŘƻōƴƛŜ Ƨŀƪ ǿ ǇƻǇǊȊŜŘƴƛƳ 

ȊŀŘŀƴƛǳΣ ǏŎƛŀƴȅ ƴƻǿŜƎƻ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴǳ ƴƛŜ ǎŊ ǘǊƽƧƪŊǘŀƳƛΦ ½ŀŘŀƴƛŜ ƴƛŜ Řŀ ǎƛť ǊƻȊǿƛŊȊŀŏ ƴŀ ƪŀǊǘŎŜ 

papieru tylko albo na sklejonym z kartonu modelu albo na ekranie dynamicznego programu 

ǘǊƽƧǿȅƳƛŀǊƻǿŜƎƻΦ 
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a b 

c b 

rys. 105 a, b, c, d 

 

tǊȊŜǏƭŜŘȋƳȅ Ǉƭƛƪ DŜƻDŜōǊȅ LO16 12 rombowy.ggb ς rys 105 ilustruje 4 fazy tej konstrukcji. 

{ǳǿŀƪ ǳƳƻȍƭƛǿƛŀ ǇǊȊŜƪǎȊǘŀƱŎŀƴƛŜ ǏǊƻŘƪŀ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ ǎȊŜǏŎƛƻƪǊƻǘƴƛŜ ƴŀ ȊŜǿƴŊǘǊȊ ǏŎƛŀƴ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ 

ǿ ǎȅƳŜǘǊƛƛ ǏǊƻŘƪƻǿŜƧΦ ¢ƻ ǎƻōƛŜ ǘǊǳŘƴƻ ǿȅƻōǊŀȊƛŏΣ ŀƭŜ ǿƛŘŀŏ ǘƻ ǿȅǊŀȋƴƛŜ ƴŀ ŜƪǊŀƴƛŜ DŜƻDŜōǊȅΦ 

Bardzo szybko uczniƻǿƛŜ ƻŘǇƻǿƛŀŘŀƧŊ ƴŀ ƻǎǘŀǘƴƛŜ ǇȅǘŀƴƛŜΣ ²ƛŘŀŏ ǿȅǊŀȋƴƛŜ ȍŜ ǳȊȅǎƪŀƴŀ ǿ 

ƻǇƛǎŀƴȅ ǎǇƻǎƽō ōǊȅƱŀ ƳƛŜǏŎƛ ǿ ǎƻōƛŜ Řǿŀ ǎȊŜǏŎƛŀƴȅ ς jeden bazowy, drugi dobudowany z 

ƻǎǘǊƻǎƱǳǇƽǿΣ ƪǘƽǊŜ αǿȅǎȊƱȅέ ƴŀ ȊŜǿƴŊǘǊȊΦ 

Rysunek 105 modelu wydrukowanego na drukarce 3D ilustruje to wyǊŀȋƴƛŜΦ tƻ ƭŜǿŜƧ ǎǘǊƻƴƛŜ 

ƻǎǘǊƻǎƱǳǇȅΣ ŀ Ǉƻ ǇǊŀǿŜƧ Ǝƻǘƻǿȅ ŘǿǳƴŀǎǘƻǏŎƛŀƴ ǊƻƳōƻǿȅΦ 

 
rys. 105 

 

 
 

rys. 106 
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|Ŏƛŀƴ ƧŜǎǘ ŦŀƪǘȅŎȊƴƛŜ мнΦ YŀȍŘŜ Řǿŀ ǘǊƽƧƪŊǘȅ ǎŊǎƛŜŘƴƛŜ ƭŜȍŊΦ ǿ ƧŜŘƴŜƧ ǇƱŀǎȊŎȊȅȋƴƛŜ ǘǿƻǊȊŊŎ 

romb. 

 

MASZYNKA DO BRYŁ OBROTOWYCH 
 

hǘƻ ƪƻƴǎǘǊǳƪŎƧŀ ǳƳƻȍƭƛǿƛŀƧŊŎŀ ƪǊŜǏƭƛŏ ƴŀ ŜƪǊŀƴƛŜ DŜƻDŜōǊȅ о5 ŘƻǿƻƭƴŊ ōǊȅƱť ƻōǊƻǘƻǿŊΥ LO16 

ƳŀǎȊȅƴƪŀ ōǊȅƱ ƻōǊƻǘΦƎƎōΦ 

¶ ǿȅƪǊŜǏƭƳȅ ǿ ǇƱŀǎȊŎȊȅȋƴƛŜ XY ƻƪǊŊƎ ƻ ǏǊƻŘƪǳ ǿ ǇǳƴƪŎƛŜ (0,0,0) ǇǊȊŜŎƘƻŘȊŊŎȅ ǇǊȊŜȊ 

Ǉǳƴƪǘ ƭŜȍŊŎȅ ƴŀ ƻǎƛ OX, np. A(4,0,0), 

¶ ƴŀ ƻƪǊťƎǳ ǘȅƳ ƻōƛŜǊȊƳȅ Řƻǿƻƭƴȅ Ǉǳƴƪǘ P ς ōťŘȊƛŜƳȅ Ǝƻ ƳƻƎƭƛ ǇƻǊǳǎȊŀŏ Ǉƻ ƻƪǊťƎǳ 

o(O,|OA|), 

¶ ǇƻǇǊƻǿŀŘȋƳȅ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴť ǇǊȊŜȊ ƻǏ OZ i punkt P. 

¶ ² ǘŜƧ ǇƱŀǎȊŎȊȅȋƴƛŜ ǿȅƪǊŜǏƭŀƳȅ ƱŀƳŀƴŊ ŘƻǿƻƭƴŜƎƻ ƪǎȊǘŀƱǘǳ ƛ ǿƱŊŎȊŀƳȅ Řƭŀ ƪŀȍŘŜƎƻ ƧŜƧ 

ƻŘŎƛƴƪŀ ǏƭŀŘΣ 

¶ ǳƪǊȅǿŀƳȅ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴťΣ Ǉǳƴƪǘ AΣ ƻǎƛŜ ƛ ƻƪǊŊƎΣ ǇƻȊƻǎǘŀǿƛŀƧŊŎ ƧŜŘȅƴƛŜ ƱŀƳŀƴŊΣ ǇƛƻƴƻǿŊ 

ǇǊƻǎǘŊ ƛ Ǉǳƴƪǘ P, 

¶ ǘǿƻǊȊȅƳȅ ǇǊȊȅŎƛǎƪ ŀƴƛƳǳƧŊŎȅ Ǉǳƴƪǘ P Ǉƻ ƻƪǊťƎǳ ŀ Ȋ ƴƛƳ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴťΣ ǿ ƪǘƽǊŜƧ 

ǿȅƪǊŜǏƭƛƭƛǏƳȅ ƱŀƳŀƴŊΣ 

¶ ǘȅƳ ǎǇƻǎƻōŜƳ ƳƻȍŜƳȅ ƴƛŎȊȅƳ ƎŀǊƴŎŀǊȊ ǘǿƻǊȊȅŏ ŎŀƱȅ ǎȊŜǊŜƎ ōǊȅƱ ƻōǊƻǘƻǿȅŎƘΣ 

¶ ǳǘǿƽǊȊƳȅ Řƭŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘǳ ǇƻǿƛŜǊȊŎƘƴƛť ƻ ƴŀȊǿƛŜ ǘƻǊǳǎΣ ŎȊȅƭƛ ōǊȅƱť ǿ ƪǎȊǘŀƱŎƛŜ Řťǘƪƛ 

samochodowej, 

¶  ǘȅƳ ŎŜƭǳ ǇǊȊȅǿǊƽŏƳȅ ǿƛŘƻƪ ƻōǊŀŎŀƧŊŎŜƧ ǎƛť ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅ ƛ ǿ ƴƛŜƧ ǿȅƪǊŜǏƭƳȅ ƻƪǊŊƎΣ 

¶ ƻƪǊŊƎ ǘŜƴ ǳǘǿƽǊȊƳȅ ǇǊȊŜȊ о Ǉǳƴƪǘȅ ǿȅōǊŀƴŜ ƴŀ ƻōǊŀŎŀƧŊŎŜƧ ǎƛť ǇƱŀǎȊŎȊȅȋƴƛŜΣ  

¶ ǇǊȊŜƧŘȋƳȅ Řƻ ƪƻƭŜƧƴŜƎƻ ŜǘŀǇǳΣ ǿ ƪǘƽǊȅƳ Ȋƴƻǿǳ ȊƻǎǘŀƴƛŜ ǳƪǊȅǘŀ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴŀΦ  

¶ ǘŜǊŀȊ ǿȅǎǘŀǊŎȊȅ ǳǊǳŎƘƻƳƛŏ ǇǊȊȅŎƛǎƪ ŀƴƛƳŀŎƧƛ ƛ ǘƻǊǳǎ ƧŜǎǘ ƎƻǘƻǿȅΦ 

 
rys. 107 

 
rys. 108 

 

² ǇƻŘƻōƴȅ ǎǇƻǎƽō ƴŀǳŎȊȅŎƛŜƭ ƳƻȍŜ ǘŜǊŀȊ ǿƛȊǳŀƭƛȊƻǿŀŏ ƴŀ ƭŜƪŎƧƛ ƛƴƴŜ ōǊȅƱȅ ƻōǊƻǘƻǿŜΣ 

ǇǊȊȅōƭƛȍŀƧŊŎ ǳŎȊƴƛƻƳ ǎǇƻǎƽō ƛŎƘ ǘǿƻǊȊŜƴƛŀ ƛ ǳƱŀǘǿƛŀƧŊŎ ǊƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛŜ ȊŀŘŀƵ Ȋ ƴƛƳƛ 

ȊǿƛŊȊŀƴȅŎƘΦ ¦ŎȊƴƛƻǿƛŜ ȊŀǏ ƳƻƎŊ ǿȅȊǿŀƭŀŏ ǎǿƻƧŊ ƪǊŜŀǘȅǿƴƻǏŏ ǿ ǿȅƳȅǏƭŀƴƛǳ ǊƻȊƳŀƛǘȅŎƘ 

ǿŀƭŎƽǿΣ ǿŀƭŎƽǿ ǿȅŘǊŊȍƻƴȅŎƘΣ ǎǘƻȍƪƽǿ ƘƛǇŜǊōƻƭƻƛŘ ƧŜŘƴƻǇƻǿƱƻƪƻǿȅŎƘΣ ȍŀǊƽǿŜƪΣ ǇŀǊŀǎƻƭƛ ƛ 

ƛƴƴȅŎƘ ƻōǊƻǘƻǿȅŎƘ ǊƻȊƳŀƛǘƻǏŎƛ ǘǊƽƧǿȅƳƛŀǊƻǿȅŎƘΦ 
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NIEMOŻLIWA UKŁADANKA? 
 

SpǊƽōǳƧƳȅ ȊǊƻōƛŏ ǘŜƴ 

prosty model z jednego 

ƪŀǿŀƱƪŀ ǇŀǇƛŜǊǳ 

ǊƻȊŎƛťǘŜƎƻ ƛ ȊƱƻȍƻƴŜƎƻ ǿ 

ǘŀƪƛ ǎǇƻǎƽōΦ bŀǿŜǘ ƧŜǏƭƛ 

ǿȅŘŀƧŜ ǎƛť ƴŀƳΣ ȍŜ ǿƛŜƳȅ 

Ƨŀƪ ǘƻ ȊǊƻōƛŏΣ ǘƻ ƴŀŘŀƭ 

ƳƻȍŜ ǘǊƻŎƘť ǇƻǘǊǿŀŏΣ 

ȊŀƴƛƳ ȊǊƻȊǳƳƛŜƳȅΣ Ŏƻ ǎƛť 

dzieje. Wezwijmy 

znajomych, aby 

odtworzyli nasz model. 

bƛŜŎƘ ǎƛť ǇǊȊȅƎƭŊŘŀƧŊΣ ŀƭŜ 

ƴƛŜ ŘƻǘȅƪŀƧŊ ƎƻΗ 

 

  
rys. 109 

 

CZY TO SIATKA SZEŚCIANU? 
 
Oto zrzuty ekranu trzech faz konstrukcji LO 16 czy to siatka 6sc.ggb. 

 
rys. 110 
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rys. 111 

 
rys. 112 

Czy potrafimy stworzyĺ jeszcze inne wieloŜciany z siatki szeŜcianu? 
 

 

Zajęcia 16 
 

Temat: ¢9{¢¸ b! Y{½¢!_¢h²!bL9 ²¸h.w!¾bL  

 

¢Ŝǎǘ м  {L!¢YL {½9|/L!b¦ 

²ƛŜƳȅΣ ȍŜ ƛǎǘƴƛŜƧŜ мм ǎƛŀǘŜƪ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳΦ ²ȅƪƻƴŀƧƳȅ ȊŀŘŀƴƛŜ ƳŀƧŊŎŜ ƴŀ ŎŜƭǳ ŏǿƛŎȊŜƴƛŜ 

ƻǊƛŜƴǘŀŎƧƛ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƴŜƧ ƛ ƳȅǏƭŜƴƛŀ ƭƻƎƛŎȊƴŜƎƻΦ hǘǿƽǊȊ Ǉƭƛƪ [hмт ǘŜǎǘм ǎƛŀǘƪƛ ǎȊŜǏŎƛŀƴǳ.ggb. W 

Ǉƭƛƪǳ ǎŊ ƻōƧŀǏƴƛŜƴƛŀΣ Ƨŀƪ ǊƻȊǿƛŊȊȅǿŀŏ ǘŜǎǘΦ 
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rys. 113 

 

wƻȊǿƛŊȊȅǿŀƴƛŜ ǘŜǎǘǳ Ƴƻȍƴŀ ǳƱŀǘǿƛŏ ǎǘƻǎǳƧŊŎ ǘȊǿΦ ƪƭƻŎƪƛ ǊŜƪƻΦ LƭǳǎǘǊǳƧŜ ǘƻΥ 

CƛƭƳ α¢Ŝǎǘ {ƛŀǘƪƛ {ȊŜǏŎƛŀƴǳΦƳƻǾέ 

 
rys. 114 

 

¢Ŝǎǘ н  {L!¢YL h|aLh|/L!b¦ 

 

hǏƳƛƻǏŎƛŀƴ Ƴŀ ǊƽǿƴƛŜȍ мм ǎƛŀǘŜƪΦ ½ƻōŀŎȊƳȅΣ Ƨŀƪ ǎŊ ƻƴŜ ǘǿƻǊȊƻƴŜ ƛ ŘƻǇŀǎǳƧƳȅ ƧŜ Řƻ 

ƻŘǇƻǿƛŜŘƴƛŎƘ Ǌȅǎǳƴƪƽǿ ƻǏƳƛƻǏŎƛŀƴƽǿΦ  

 

hǘǿƽǊȊ Ǉƭƛƪ [hмт ǘŜǎǘн ǎƛŀǘƪƛ ƻǏƳƛƻǏŎƛŀƴǳΦƎƎō 

 

Podobnie jak ǿ ǇƻǇǊȊŜŘƴƛƳ ǘŜǏŎƛŜ Ƴƻȍƴŀ ǇƻǎƱǳȍȅŏ ǎƛť ƪƭƻŎƪŀƳƛ wŜƪƻ ς ǘȅƳ ǊŀȊŜƳ ǘǊƽƧƪŊǘŀƳƛΦ 
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rys. 115 

 

TEST 3 ς w½¦¢¸ ahbD9Ω!  

 

YŀȍŘȅ ƻōƛŜƪǘ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƴȅ Ƴƻȍƴŀ ƧŜŘƴƻȊƴŀŎȊƴƛŜ ƻǇƛǎŀŏ trzema swoimi rzutami: z przodu, z 

ƎƽǊȅ ƛ Ȋ ōƻƪǳ όƴǇΦ ǇǊŀǿŜƎƻύΦ wȊǳǘȅ ǘŜ ȊǿŀƴŜ ǊȊǳǘŀƳƛ aƻƴƎŜΩŀ ƻŘ ƴŀȊǿƛǎƪŀ ŦǊŀƴŎǳǎƪƛŜƎƻ 

ōǳŘƻǿƴƛŎȊŜƎƻ ŦƻǊǘŜŎ ƛ ǘǿƛŜǊŘȊ DŀǎǇŀǊŘŀ aƻƴƎŜΩŀΦ  

 

wȊǳǘȅ aƻƴƎŜΩŀ ȊŀǇƻŎȊŊǘƪƻǿŀƱȅ ǇƻǿǎǘŀƴƛŜ ƎŜƻƳŜǘǊƛƛ ǿȅƪǊŜǏƭƴŜƧΣ ōŜȊ ƪǘƽǊŜƧ ȍŀŘŜƴ ŀǊŎƘƛǘŜƪǘ 

ŀƴƛ ƛƴȍȅƴƛŜǊ ōǳŘƻǿƴƛŎǘǿŀ ƴƛŜ ǇƻǘǊŀŦƛƱōȅ ȊŀǇǊƻƧŜƪǘƻǿŀŏ ōǳŘƻǿƭƛΦ 

 

hǘǿƽǊȊƳȅ Ǉƭƛƪ DŜƻDŜōǊȅ ƻ ƴŀȊǿƛŜ LO 17 test3 rzuty Mongea.ggb. 

  

¢Ŝǎǘ ǎƪƱŀŘŀ ǎƛť Ȋ мо ŜǘŀǇƽǿΦ ² ƪŀȍŘȅƳ Ȋ ƴƛŎƘ ǇƻƧŀǿƛŀƧŊ ǎƛť ǊȊǳǘȅ aƻƴƎŜΩŀ ƧŜŘnej z 11-ǘǳ ōǊȅƱΦ 

² ǇǊƻƎǊŀƳƛŜ ŘȅǎǇƻƴǳƧŜƳȅ ƧŜŘƴȅƳ ǘȅƭƪƻ ƴŀǊȊťŘȊƛŜƳ ς ǿƛŜƭƻƪŊǘŜƳ όǊȅǎΦ ммоύΦ bŀƭŜȍȅ ƻōŜƧǊȊŜŏ 

ǊȊǳǘȅ aƻƴƎŜΩŀ ƪŀȍŘŜƧ ƪƻƭŜƧƴŜƧ ōǊȅƱȅ ƛ ƻŘŎȊȅǘŀŏ ǿ ƳȅǏƭƛ ǿȅƎƭŊŘ ǘŜƧ ōǊȅƱȅ ŀ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ ƴŀ ǘŜƧ 

ǇƻŘǎǘŀǿƛŜ ǿȅƪǊŜǏƭƛŏ ǘŜ ōǊȅƱť ǿ ǊȊǳŎƛŜ ǳƪƻǏƴȅƳΦ 
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rys. 116 

 

9ǘŀǇ н ǘŜƧ ƪƻƴǎǘǊǳƪŎƧƛ ƧŜǎǘ ƛƴǎǘǊǳƪǘŀȍŜƳΣ Ƨŀƪ Ƴŀ ǿȅƎƭŊŘŀŏ ǇǊŀǿƛŘƱƻǿŜ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴƛŜ ƧŜŘƴŜƎƻ Ȋ 

ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴƽǿΦ LƭǳǎǘǊǳƧŜ ƧŜ ǊȅǎΦ ммпΦ [ƛƴƛŜ ǇǊȊŜǊȅǿŀƴŜ ǿ ǊȊǳǘŀŎƘ aƻƴƎΩŜŀ ƻȊƴŀŎȊŀƧŊΣ ȍŜ Řŀƴŀ 

ƪǊŀǿťŘȋ ƛǎǘƴƛŜƧŜ ŀƭŜ ƧŜǎǘ ȊŀǎƱƻƴƛťǘŀ ǇǊȊŜȊ ƛƴƴŊ ǏŎƛŀƴť ƭǳō ƻōƛŜƪǘΦ 

 
rys. 117 

 

YƻƭŜƧƴŜ ȊŀŘŀƴƛŀ όǊȊǳǘȅ aƻƴƎŜΩŀ ƛƴƴȅŎƘ ǿƛŜƭƻǏŎƛŀƴƽǿύ ǘŜƎƻ ǘŜǎǘǳ ƛƭǳǎǘǊǳƧŊ ǇƻƴƛȍǎȊŜ ǊȅǎǳƴƪƛΦ 
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rys. 118 

 

 

¢9{¢ п wh½wjÀbL!bL9 |/L!b {L!¢YL 

 

hǘǿƽǊȊƳȅ Ǉƭƛƪ LO 15 test4 siatki liter.ggb 

 

YƻƴǎǘǊǳƪŎƧŀ DŜƻDŜōǊȅ ƻǇŀǘǊȊƻƴŀ ƧŜǎǘ ƛƴǎǘǊǳƪŎƧŊΥ  

Rysunek ƛƭǳǎǘǊǳƧŜ ǇƻƳŀƭƻǿŀƴŊ ōǊȅƱť ǿ ƪǎȊǘŀƱŎƛŜ ƭƛǘŜǊȅ ƻǊŀȊ ƧŜƧ ǎƛŀǘƪťΦ /Ƙǿȅŏ ƳȅǎȊŊ ƳŀƱŜ ǎȊŀǊŜ 

ƪƽƱƪƻ ƛ ǿǎƪŀȍ ƴƛƳ ƴŀ ǎƛŀǘŎŜ ǘť ǏŎƛŀƴť ƪǘƽǊŀ ƧŜǎǘ ǇƻƳŀƭƻǿŀƴŀ ƴŀΥ ƻŘǇƻǿƛŜŘƴƛ ƪƻƭƻǊΦ  

 

¢Ŝǎǘ ȊŀǿƛŜǊŀ мл ȊŀŘŀƵΦ /ŜƭŜƳ ƴƛŜ ƧŜǎǘ ǎǇǊŀǿŘȊŜƴƛŜ ǿƛŜŘȊȅ ǳŎȊƴƛŀ ƭŜŎȊ ǎǇǊŀǿŘȊŜƴƛŜ ƧŜƎƻ 

ƪƻƴŘȅŎƧƛ ǿ ȊŀƪǊŜǎƛŜ ǿȅƻōǊŀȋƴƛ ǇǊȊŜǎǘǊȊŜƴƴŜƧΦ bƛŜƪǘƽǊŜ Ȋ ȊŀŘŀƵ ƳŀƧŊ ŘǿƛŜ ƻŘǇƻǿƛŜŘȊƛΦ 

²ȅōǊŀƴƛŜ ƧŜŘƴŜƧ Ȋ ƴƛŎƘ ŘŀƧŜ ǇƻǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ ǇǊŀǿƛŘƱƻ ǊƻȊǿƛŊȊŀƴŜƎƻ ȊŀŘŀƴƛŀΦ 

 

tƻƴƛȍǎȊŜ Ǌȅǎǳƴƪƛ ƛƭǳǎǘǊǳƧŊ ȊŀǿŀǊǘŜ ǿ ǘŜǏŎƛŜ ōǊȅƱƪƛ ƭƛǘŜǊ ŀƭŦŀōŜǘǳ ƛ ƛŎƘ ǎƛŀǘƪƛΦ bŀƭŜȍȅ ǿǎƪŀȊŀŏ ƴŀ 

ǎƛŀǘŎŜ ǇǊŀǿƛŘƱƻǿŊ ǏŎƛŀƴƪť ǘŜƧ ǎƛŀǘƪƛ ƻŘǇƻǿƛŀŘŀƧŊŎŊ ōŀǊǿƛŜ ǏŎƛŀƴƪƛΦ 
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rys. 119 

 


