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Metryczka

Typ szk@: szkda ponadpodstawowa

Liczba jednostek lekcyjnycB6h

Zagadnienia g@wne: funkcji kwadratowa planimetrig stereoméria oraz rachunk
NsOYyAOl 1268

Cele edukacyjne

OAANIlIYAS TI10202y@0K OSftsg SRdzZll Oe2ayeOK A ge@
nalekciacNF 0 Yy 2 NP Ry @ OK F2NX A YS(i2R ylFdOllFyAlL o ¢1I
f S102S o6t RN ol NFSIdoA §2 HiEMIA bR EINBFZOBESR S dzOT Sy A
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Cele nauczania
bl dzOT IFyAS YIGSYlLGdeiAr ¢ alLkraso al Ol Sastye ai
gLIvEe gl yI gelalaGroOSyASy
f opanowanie umigjtnoflOA dz2 A5 f YAl YAl LINJ 81 OF Rs &X F2 N
przeprowadzania prostych rozumo#&dedukcyjnych;

f opanowanie umidjtnolOA L2 RI gl YAl LINJ @1 OFRsg A 12y
pojt @ NI 1 LJ2 & Odefinicid | YA I & A
1 621 alielumddngiOr o6dR26F yALF Y2 RS tnorodviychi S Y+ G &

sytuacjiz dycia codziennego oraz ich wykorzystania do rebvé 6 YA LINRP O f SY
zastosowaniem funkcji kwadratowej;
f nauczenie wykrywania zifi | 5 @ dzylikzbowymi parametrami zjawisk, szacowani
wartolOA G & OK LJ NI YSUNG 6 B 8RN BagpomBiNE oHBfd A
Yy A S NEkigwgiywania ntidzy nimi zalénol ci funkcyjnych lub rekurencyjnych oraz
FYyFrtATF TQ0OXK @OIay@T FyAl adlysg 2LIeYlfyeo
 opanowanie umidjtnoilOA 2 ROT & { &ld rwyiAlls @ O LayRl y e OK ge !
f opanowanie umidjtnoici korzystania z opracow#a podrt cznikowych, pomocy
naukowych, komputera, oprogramowania GeoGebra.
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1. Stworzenie odpowiedniego klimatu i bezpiecznej atmosfery na lekcji dodatkowej z
matematyki.
2228 12Nl ealdl yASiTR2& 6 LN 5@ ReRI10&01 ye oK
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Ramowy rozktad materiatu
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1. Co to jest parabola? 2
2. 2 ol ay 21 Owania pafabola i 2 & 2 2
3. Parabola a funkcja kwadratowa 2
4. t2ad0F0 1+Fy2yAO0l yl Fdzy1 0241
5. t2a0lr06 235t yl Fdzy1 02A (161
6. hR LI2adGlrOA 23sfySe2 R2 L2331
7. Miejsca zerowe funkcji kwadratowe] wyznaczg 1
rachunlowo
8. t2a0Gl06 Ol eyyAalz2e6l GNB2YAN1
9 Miejsca zerowe funkcji kwadratowej skonstruowa 1
cyrklem
10. w2fl galLls OO YNBRIYHI VYa&z 141
11. Zadania na poszukiwanie ekstremum funkcji 1
12. Obraz w muzeum 1
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1. Funkcja 2 381 NBlaa yi2 1¢ Cotojestparabola? | a LI2 NJ DRT A6 o6& 1 NBa Fdzy]
kwadratowa funkcji kwadratowej dowolnej postaci i na jego podstawgeR O & i |
gO0Fay21 OA Fdzy1 O2A 061 04
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w2t ¢ NBT O} Zagadnienia ¢SYILd 6 Yl StS &1 01 S3A5025%
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kwadratowa funkcji kwadratowej | kwadratowa jej wzoru;
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kwadratowa kanoniczna funkcji do postaci kwadratowej;
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geometrycznie
7. Funkcja Miejsca zeowe Miejsca zerowe LINT S1al il 0OFs g1 2SYyA
kwadratowa funkcji kwadratowej | funkcji kwadratowej | kwadratowej;
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8. Funkcja t2a0t06 Afgtz2adlo Ol §2ROTedls 1T LkRadlkOA Af2
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skonstruowane
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kwadratowa kwadratowej 20630 N q wzorze funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej
kwadratowego 6 Ll2adl OA 23dstySa2 A &
2INBTtAd0 A 2ROT&dGlo ol
funkcji kwadratowej w dziedzinigorzedziale
R2Y(lyAtGayT
11. Funkcja Pole powierzchnii | Zadania na NET gANT S LINRBaGS TIFRIY
kwadratowa 2oet G270 poszukiwanie NET 6ANDT IO I FRFEYALF (S81a
DNJ yAlpy@id INF YAl & 28 ekstremum funkcji | &1 y I O | yA LI NI YSGNE ¢
{G2081 {2081z 2¢ kwadratowej;
powierzchni i 20t AO0T D LTS LIASNI O
o2t G210 AN} YA &G2a0dzLls 6T
20t A0T 16 LRES LIEASNI O
12. Planimetria Ynié T NZRJ Obrazw muzeum NR T L2T vy I &8wetokhdzérajeidiXE@piRane;
Rachunek wpisane stosuje zalénol ci mt' dzy Kxem Trodkowym i Ktem
NEOYAOT |¢eNs2TRGe | wpisanym opartym na tym samym
Pochodna funkgciji O dz] dzT
dG2ad2S G6ASNRI SyAasS taA
TIRIFEZT
20f A0T &6 LROK2RYS ¥Fdzyi
di32adz2S L12OK2RYyS R2Z NR
optymalizacyjnych;
13. Planimetria ¢ Nk 21 NnGe U Twierdzenie at2adz2S GHASNRI SYyAS tA
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w2t ¢ NBT O} Zagadnienia ¢SYILd 6 Yl / StS ail Ol Sas0v2s
1ail G+ od dydaktycznych Ol §SZ2 LRGN FAY
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w przestrzeni 3D LN SadNI Syaz ¢ al O S3s
DN} YAl ai23 LINE & (i 2B IRNISS Ay 2NnOS & A
galli1dz2S 6 6AStE21 OALl yI
Nk gy2ftS308 A ai12lyST
galll1desS ¢ 6ASt21 OAl Y
odcinka;
L2 NI DRI I NB&adzyS1 3INI Y
oznaczeniami;
15. Stereometria t N2EadS A LU Poznajemy NBT LRTylF2aS g1l2aSyysS Lk
w przestrzeni gASE2T OAL Y LINT S&EGNT SyAs ¢ &l Of S3s
Granl & (i 2 & U dzl LINRAG2LI) ROS yASLINI SOAY
h&aidNERaOdzLJE gall1d2sS 6 6ASt21 OAL YL
Przekroje Nk 6y2@a§20§ SN
LINR & (2 LI R gall1d2sS 6 6ASt21 OAL YL
. NEOe 20NZ odcinka;
ALR NI DRT I NB&dzyS1 3INI Y
oznaczeniami;
ALR NI DRT I NB&adzyS1 2aiNJ
2INBTEFT 2F1N FAIdND 2
LINEAG2LI RO21T OAl ydz LU &
L2 NI DRI ONWERAHRY 20 NB (2 4
oznaczeniami;
16. Stereometria t NEAGS A L Testyna NRBT LRTYylF2aS g1 12aSyysS LR
w przestrzeni 1aT1 G 0d26HLINT SAaGNT SyAzrogte a1l O S3s
G220NIT YA |LINP&AG2LI RUOS yASLINTI SOAY
DN} YAl &ai28 gall1d2S 6 6ASt21 OAlL YL
hadNRaOdzZLE Nk gy2tS30S A ai12lyST
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Przekroje odcinka;
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Formy pracy oraz Srodki dydaktycz
Formy pracy:
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wykonania.Praca w grupachazy2 NA I yAT I O2A LINI Q8% LRRRXIRD
Ol U2y {156 3IANHzLIR S 2RLIZ BRAIBIOLINTYOR] OA X 12 YdzyA
1 AYR@gARdzZ fyn LINI Ot dzO1 YAS O 'I[akaﬁfcﬁirﬁaprdu@i SZ L
wyrabia nawyk sumiennego wykonywanid2 ¢ A SNI 2y S32 1T RFYALl A i
I ag2egn LINI Ot
1 praca z £EODN thI-I-é-@’EII-éEéI-Y)\S Ol vsSe 1t ae %) N.
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1 dyskusja
| NER1{A ReRI10e01ySY

1 program GeoGebrad 6 SN& 2t SketchUpo 2NMH 2t wmMp dn0&N h ol
RENY26S A WMe@RFgE OKoptA LIoNIS | LydSNySiad:

1 klocki rekog rys.1, rys.2

1 komputer, projektor lub tablica interaktywna

 wykonywanie siatek i modeli figur przestrzennychg Sy &alLJl2&ds506 NRBI g A
6220 NEINYSEGNT Syyl dzOl yAssT

rys. 1 rys. 2

52 fS102A LINJe3az2id2¢dz2aSye 12YLWziSNI T LINB2ST G
AYGSNI{Gesyno 254601 Fa Yz2oSyvyey
T 12yiNRt2g6l 0 |10esy2106 dzOTyAsg A &{dzLIASYAS
 LI2NHzaT 6 aAt Ll2 1fFraAsS A NRI Ydualhd 6 &
z dowolnym uczniem,

T 2SRSy i dzOT yAs 6 204a0dz3dz2S {2 YLdzi SNI L2 N
2RLI2GASRYAYA SEtSYSyGlYA 12yaidNyHzz 0e2a DS2DS
T YASYAI T LERNYZATEF yI S{NIyAS A Reéajldzidz2zn ¢

f potema a0dzat 1 2YLMzi SNI LINJ S2YydzeS Ayyeé dzOl SZ:

yI dzO1 @ OA St yIRIft (12yGéydzdzzS G2 02 ylLi&glhy
/] StS fS8S102A adzaAgNbaRm 29I ¢z0158 CARIIZZMANS RY A S22 Y S
12y 1 NBliySa S 0adS 3132 @A y| MBSy A& y3X St A S (G2 S
1dsNB2 yI dzOl @ OASt GLINRSIFRI I y28S (NEd OAS| ©3)
LINI STyFOT 2yl yI &LINI gRTFYAS gAFR2Y21 OA A dzYA
lekcige adNLBA Dl &1 &S StSySyidaesx 65601 +a ¢ {loRS2
NskOYS YSi2Reé yiIdeQitiiy®ol @ 20eNaz2 0S {1 Fdo Rl YSi2R
innej metodyt NP LI2ydz2a2Sye Tl aidz2a26lyAsS YSG2R yI dzO1 Iy
W. Nowaka.



Metody nauczania matematyki

Metody t 2RIFI2N0S [t 2al dz§ dz2N {9 1 a LJ2 y dz2 N J Praktyczne
problemowe
232l 1 y A Ustne podanie 2 8 { OF R LINJ]2 &1 Ol R dj2e10FR LI
opowiadanie | YIF G SNRA I OdjoRAIf 23 4| LJAro| matematyki,| z elementami
g1 Ol R | nauczyciela NRET gA2F 2NJA Yy G SNEBa dze I samodzielnego
przed uczniem) problemy i| zapisu i
zastosowania NET 6ANT &g
I FRIZ
wg instrukcji
Pogadanka |h o2l T y A Sy| Pogadanka Dyskusja na tema/ 2 & 1 OF R LJ
dyskusja nowego heurystyazna, NRBT 6ANRT @61z elementami
Y1l G SNX I Od] poprzedzona Ay (i S NXB a dz2 I samodzielnego
L2Y20n geadzy At OAJLINROE SYs ¢ | zapisu i
LR G Z problemu literatury NET 6ANT &g
wykorzystaniem R2 NRBIT gADNIdz dzLISOY AL 21 F REZ
wiedzy ucznia wg instrukcji
Praca Z| PokaZilmu Pogadanka Referat ucznig b2 G2 6 Yy A S
L322 RNXY OfT heurystyczna, dz61 3t t Ry A || podstawowych,
poprzedzona fAGSNT GdzNI|NRT 6ANT &4
GeadzyAt OAdyl dzl 2 6D i+ RIZ
problemu I LI2RNY OI
R2 NBIT gANnl
Pokaz Pokaz filmu t2111 LJ2 § Referat ucznig Referat ucznig
obserwacja 20aSNBI O2Ndzel At t RYAdzel 3t t Ry A

NET 6ADT I yA
problemu

£ AGSNI G dzNT
yIdz1 26D

f AGSNI G dzN
popularno
yIdzl 260D

28035 N) YSU2Z2R
prograndz LINE LJ2 y dz2 SY @

zastosowania

T YS(i2RI
T YS(i2RI

NRET 6ANRDT I yAlLl

DRI (i1 262

galLlRyYl3aranodsaz

RT Al OF OK
I a0dz3dz2S vy 2 gUNIASS] OD 2 O S 0aNB2 aR 2 Y
16FRNFG26S2030%
DS2DSONE 42RO &EDE VyI

geadt

y I dzO7 |y ALl

LJpoRaz B0 |
LJ2 & prokzlemizsv® Op2 1 | 1

LI2T2adlF 6Al Ye
yIaidt Lldz2N0OS YSG2ReY
 metodae]l & L2 yde@ D OF R diPA tT 1dye2) O IAlySiSINGB&1daesn O S

LINROf SYdz

VI dzOT I yAS

LlJdzz no& OK

LR OPOEGNBL d2ans

A~

y I dzO1 & OA

LINE

2}

NBE12YSyYyRdz2SYe ¢ damowdgy AoProgramSndimaS 6 NEB
YiH0aS0Y2l alizes| Ao 4DS 2 BB

6 YEDROEA dZNBRY S SR de

NRET 6ANRNT @61 yAL
1Af1dz LT A2YF OKY

61 RIYAL
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 prezentacjac I | L2 Y2 ON {rauMikddria&Ndiel pkezentuje ucani
przygotowany O1 ST yAS2a oadl deodlyeo LRI T

1 prezentacja interaktywna¢ nauczyciel prezentuje uczniom dynamiczny pokaz
(interaktywneaplety);

f LINBT Sy il 02l Ay dSNI {1 d¢&dmalezycidl prazdiuja ludarfors dzOT
dynamiczny pokaz (interaktywne apletya tablicy (multimedialnej), w prezentacji
OAANT dzRT AL D 680 NI YA dzOTl yA26AST

T TFr2t OALF 6 LN O2¢Y i O0R@ Y dixii SrEpvish8Ngie Qpdzg S
komputerze.

Monitorowanie osiggnieé¢ uczni ow

Y2YUNRE2g6FYyAS A 20SYyAlyAS 2ad¥Ql yA2 6 03aBH A YINR S|

VI dzOT F'yAl & t NPLIR2ydz2SYye yladatLldznodoe aeaidsSy 20

T ITNFGLIAS &INITFART AT YAST IchI22A8BRIUYAYVEE 6 BY M
LN 6RTAFYsg ¢ (GNIF1OAS asSyYSailNz

T t N} OS {(ftlFaz2sS 2NII1 dbSvgskalipBodrfoffd  yS an ¢ ai

Ocena Skala
niedostateczny | 0% do 39%
R2 LJza T O| 40% do 49%
dostateczny 50% do 74%
dobry 75% do 90%
bardzo dobry | 91% do 100%
OSft dz2nNOjfocena  #&rdzo dobry + zadanie dodatkowe

T 2 OIFaAsS asSvySailNuzNEdBlyASHY $J YARBND A& Aydzae d
oF NRT 2 R20Nd20SiyNT &/ AYSARRdaaGe G SOT ynNnod tf dz&al YA
08038Y LINI OF dzOT yAl yI £S7102AX LINY OS R2Y26S

Ewaluacja programu

Celem ewaluacji jest uzyskanie informaciN®/ il y S2 2R dz01l yAs g yI GSYLI

T aNBT OA LINRP3INI Ydz 62 AtS 61 NRAOF 6ASRII 2

I NPT dzYASo6 LINRPOofSYT Ol & 1T F{NBa GNBIOA 27111
ﬂ'-F2NJ{ LIN} O O6AOK FGNX10eacy21 OAx gLIO@gdz Y I
ﬂ metod pracy (czy® 0& F G N> 1 0eaySoT
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&€ LINBINIY YAILID ¢gLIOE&g Yyl LlRadl gé

MTieadrs o0
2RO0A2NDs5 60 P

Liradl geé

t NBLI2ydz2S aAtz o6& Sgltfdzr 02t 1T 2aidl OF LINJ SLINR ¢
2 yA2&1A LIOOBYyNOS T I ywhk dabszeipindy 2yakigcangj yS T 2a Gt

Materiat dydaktyczny
Zajecia 1

Temat: CO TO JEST PARABOLA?

P OT YyA26AS LRITylrenod TFdzyi1oat (1 6FRNFrdG2é6n yAS
geometryczny Sama funkcja nie stanowi takiego obiektu, ale jej wykres aickn® y I 1T @ g 21
LI Ny o2ftn A 20l egAraidey 2S8aid FL{1adxX 0SS LRGAYYA
6532 AbDawNIdYe LI AL [h nm LINroz2ftl 3306

%l Ol yaAaye tS102t 2R T FTRFEYAl (12yaidaNyz deaysSazy
5FyS an LIN2Radl 1 A Ldzy1d SO ey Ay 2ylati NaR2Gd 6R D+
Ol GSNE Lizyiide 1GsNB an dGF1. 2Rt S30S 2R LINRAGS

/I TedStyAll Y20S RIAGAOG seos5NI O2 ylavyyasSe Ol
Dlaczego nie co najmnigj trzy albo dwa punkty?

hRLI26ASRIT E@BHRI AMBaaLINRBOYAS2
1

A dzOT yA26AS Y23
GF1AS Lidzyiide (aGsNB an ar{1 a 2

a
Y 2Rt S30S 2R LN
t ASNBail ey NI dzOlF 2ndey ait ¢ 201 & LBdggupkie®Y 2Sai
g 1G5 NBY LINPAAFLINANRZAS2 LY ROINI SFOsNd FSIORGH  LINT SN,
(rys. 1). Nazwijmy ten punktjal@ WS ad 2y y I LIS g fibdprdstgk. 41 Y2 2R
5NHzZAAY A GNJI SOAY LkRalTdzZlAglyey Lldzy1GSY an 6AS
odcinkuFS Jeden aich jest skonstruowany w GeoGebrze w kierunku zgodnym z ruchem

ga1 1 5 6 Sqwtellyvskhzijgmy A St 21 NGO WI2NIBtYRIBAS nkwuO gaill
punktFapotemS | RNHZAA yAST 32RYy A Scds ANBIOKS Yo &lal il dza S
GeoGebrze najpigr punktSa potemF¢ rys 2).
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S
’_
I
I
I
I

Tm

rys: 1 rys. 2 rys. 3
I 211 TyrtSio Ol gl NGk Llzylid Nbgy22RfS3I0Ee 2R

2 F{1{AOK LINRo6fSYIOK:X ¢ {(GsNROK =2SauasSiyvye oS
11 020SyAdzz 0SS NRBIT 6ANI I yAS oBzdkiwang &adity punktljegtS @ t N
2dz2d alz2yaidNdzotryed bllgraye 3I2

2ol OTyées 02 geyAll 1T GS323zx 1S 2832 LROV20SYyA

blF2LIASNE Tyl 2aRT Y& 2BHZ2adaRYRIOR T ®Be ¥ ROIINE 41512

LINE & { 2 LJ- ROKOPrZed®® ORMB dz( SIBP a (e OK ¢al1l | dz2eBnaNJ dzi |

LINPREG D tdSad aldzihyn 2RfES3o21 OANoG

hRf S302IPodpuittyFlYfi dzo&eo GF 1+ atwvf 2F1 2Rt S302106
HCtpu T pttQu

~

hiyl Ol GPRydzams f18&8150 y I aRPLSGNI t ySe Lidzylids s
o 1 | P
V|1 1 N,
— 1 '/
V]2 1 o P
71
V)3 F S
L J / I
— ’ I
V)4 ,/ !
P I
K x/ 1 P
— #
A 1
7 I
R I
’ I |
rys.4 rys. 5

Ale nie mamy jeszcze punkiilecz go szukamy.
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WE{ 32 TylfSioK

A
I
I
’ I
I
I
1
1
1
1

rys. 6

Y2y aildNHz O2l LiPiest dykaedivDkonstiikezy GedGibry w etapier$s. 5.
t NTJ @OAalA 21ylFOl2yS aevyoz2fl YAonshukdGiz OHOX 000X

1 na prostej k obieramy punkt {przyciskl),

T 6@ 1 NBIT fYe tlQINRdnyiR LIGBOND Y R2 LINRPaidisSa 1 oL

poszukiwany punk®,

1 12y aiNHzdze SYe& & eForazie'Karzycigk!3), Lddzy | (5 &

1 6 LINJI SOAt OAdz aeé YS i jmnypgs3ugiwany pudikiEP Ipiizyxiskvd). 2 G NJ &
LyGiSNBadzznoe 2Sad 1al awPegd 6NN DaS2I1R23WAD gat
LINPAGS2 (@ 2 Gey OSRIdx S&@y@iYr YISNJTefOAR | Wy tadz |
gaonNnoOl @6 RNHAAY LINJ 2O0AaiASyo

YNI @41 I 8 NF D Pto pataloald |PiinktFy 2 & A ofmiskaddj parabolid F2 Odza 0 1 | ]
prostak to tzw. kierownica paraboli

Zatem:
Definicja

t I NFo2ftl 28Sad To0A2NBY Lddzy1iliss 2SRyl 1262 2Rf S
i od punktu zwanego ogniskiertej paraboli.

Na kolejnej lekcji przechodzimy do funkcji kwadratowej i jej wykresu. Uczniowie najpierw
LR GAYYA LRTYFEd Fdzyl1 O2tfx=@f RN} G260 T RIFynD g1 2
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Inz 1S 2S2 ge{iNBaSy 2Said NI e

I 2yF 6OF&ay21 OA LRI YIYS yI L

Gdyuczniowie2 dz0 ¢
imdS FI1GeOol

ASRI DN
YAS Y
DS2DSONY LT gLt INBTEAS (NI e&gS yAS Geti12 2l
3S2YSGNROT yS32 GS32 Llzyliddz Ge2NI 2y S32 LINI Si
LJ2 NHza 1 | y puBktua At G S
2gl12yltaye g Gey OSftdz LRgelGsNYyAS 12yaidNvz 628
L2 020SyAS 282 23yAall 61 3ttRSY 1ASNRgyAOed

weadzyS1 ¢ AfdzAdNHzZS T 0A5NI LI NI F2f 1 & SNE S WNEOR
T YyaSaal I OF agnigkdFl /A RIRGAZ SO & AR tynd@arabdl® @zyjiniieR & G S 2
gtoal e 1alidlroGd asgAyYe I 0SS AFLOtTAS LINIFoz2ftA

- B g
A

rys. 7 rys. 8
2 NIi2 2Sa1 01 S T ldzwloeos S LINRAGSFItN@ROIARIRS 1B &
aAt GF 1z AOXK 1eSwmRil ali eyl vyl RDOBRISRY G Ditjpd i 85a)
symetralnych jest parabola

Zajecia 2
Temat2 _ ! {bh| /L L %!'{¢h{h2!1bL9 t!w!.h[L

higsNIYe LXA] [h nu 60Fay2T1 OA LI NIo62f AP35
tIF NFoz2fl 2Said 20AS10GSY 3S2YS ipdolvadie W aerhhice] U 5 NB
N} R NPgSa2s G(StSgAaleaySea A ¢ 2LiedSoe L G2 &
hRY{NEa2aYeéd 2no

Odbijmy ogniské & & YSUOINRA 61 3ttt RSY y2NXItFS2 R2 LI N
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DRT AS f BK &t A0dNF dil RT RRUI 145 DIIINR & BB OLINR & i N
WET1A 1NRG G§62NJ & FP2 NavH {E AY | PRicLyss@SLPNIR2 NGB

hitT dz2S &aAtzI 0S 6ANIT 1F2 RogAAa 2030 6aMS 3 y20R0 I LI NI &
0AS3IYyAS RIt S2PRU RXIdz02 R NBLIN® allmSkaleld®&si parabQiay nOS
czyliodF'doPL)2 2RO0AOAdz aAt 2R LI Nro2fA 6ASIYAS R2

/Te&tA OFOIF SYySNHAI T 6AlFGOI LI RF2NO Nk sgy2f St
23YyA&aldzd [dzaGNR LI NI o2f A0TyS (2 aduparabail OA S 2
52150 2S2 2ar0

rys. 9

52ai0NJ S02yS 60Fay21l OhA TyFrftA 2do YISyl deoe

Il NOKYSRSa RIAt1{A GS2 g60FLay21 OA ONBYANDO {&N}|
.02 G2 LI NIo2fAOAYNE Grdyaii NN R RdxtS|a yud éOA S

2RO0A2I 08 LINRPYASYAS ao2y SOl ySYB(aphnidighQdiikéd 2SS v
SYSNABAL a|ouyaRofly tyl 1+ RUOdzo I OK RNBgyAl yeaOK 4&af
L262R26F0F AOK 11 LIO2Y

52 RIAI TNRBR2gAATlF ylIdA26S an LRRIAStE2yS 2Ry
lustrzeArchimedesa

Sprawdzano lustro Archimedesa trzykrotnie. Trzeci raz na wnBagdcka Obanty / K2 OA |
LINE g RlFa@@ a2¢l tA aiAt R2 ¢gASftfdz adaSadiAr A 2R

alLl2asox YAG T+ 1 0 RamésHydemad ¥ alda DD 0S26 1t BB dN.
prostu chdi © 21T f SLIAS ¢ NP 3 si prawddinvgch maChirSwojanniztialiteyd S 3 f
aryvySe T FalFlRTAS FyaSye ardaStAidrNyYyS A NIYRIFNER a

LI NF 62t A0TyeOK FyiGaSys 3IRITAS Y2yi{idz2S &At 2ROA
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Metr
https://pl.wikipedia.org/wiki/Energetyka_s%C5%82oneczna
https://pl.wikipedia.org/wiki/Archimedes
https://pl.wikipedia.org/wiki/Barack_Obama
https://pl.wikipedia.org/wiki/James_Hyneman

Zajecia 3

Temat: PARBOLA A FUNKCJA KWADRATOWA

tIF NFoz2ftt LRTylrasSvye 25ai1 01 S yI 81020k I|f3aSo
YAS2a0F TSNR6ST YIF1a&AYE A YAYAYI I Y2y2i2yAO0l

f(x)=0.55 - %¢ 15

rys. 10

{LINY 6RTYE g 2F1AS2 NBflO2A LRI &aylresenSfunkdg 1 y Iy |
kwadratowe,.

5T At 1A LINPINIVY26A DS2DSONI f2adRYa RAASWIAG 248
aAt gall &Ql &yiysANBF GSNIT o6t RTAS 2RINBGETO NRBE T
hiigsNIYe LIEA] [h no Fdzy102F 16¢FRNIGd3IT0

hi2 LXIFY ylFralelOK oFRFZY

T wykiST t Yé LRYy26yAS Lkidgnskbief, 2 ({ASNRgyAOe

T 6LINPgl RT Y& dzl OFR 6alls ONItRyeaOK 1FNIST2I

1ASNRgyAOes | oeé oe@d 2yRIANBAYPY EFOF OR2 y2 &

Ladrtye adlon graNI21 6 ééLJsUC)TéyyAA1I- b

ZmieniajmyLJ2 020 SY A S 1 A S KNRagnysko@er L@z { QISYNB 2y | LI NI
arat 1T LI NIo2fn yASoASainog

Yl dzgl dYeX 0SS 46 NHzy{1{ASY yI (23 o6& OI SN2yl LI}
$aLl ONI t RyeaOKz (11 21 VYAS®odgnSkaRilpunkiadknNaleocget | 3

liczbami przeciwnymi.

Ustawmya I nodpd 23501 Fa 2111dz2S aiAtxz oS 23yA
K'=(0,-1/2). Natomiast dla =1 F=(0,1/4)

Niechf 2T y I OT F NI t Ryn 23yAaill LI Naf grjmijeawsee 0 y I 1
g NI21T 8 mMmknd® 520NI S 0600208 &LINI&RI A® G2 Rl

Cr1de0lyAS 2RINBfATYE KALROGSITtY
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t I Ny o2t ot RDOIF g1 NBasSy TFdzyl O02A FOEO I | Euy
o 16

F=%,f0
¢ 4@

t2YA2FYe R265 R (S F8ontyniagadzzpoddtRny progtadwsj]l NI O

Zadanie:
23l ylL Ol Ye LI020SYAS 2HYABXPF WLE NB 0 KiBrawhizyNINE ¥ i
tej paraboli?

w2t OALlF n
¢SYFrGY th{¢!0 Y!bhbL/%b! C!bY/WL Y2!5w!l ¢h29W

2 ASY@ 2dI 0S g NBasatiy=Tadlg $ DR A LA BF RAL Ki2dS2A &
Y 23yAa12 A 1ASNRgyAOtd® 2ASNI OK20S] &1 NBa
dz]l OF Rdz 64 LJs ONJ t Rye OKo®

/2 TNROAOGXTZ o0& YyINRA&A26LFO 2N ¢ AyyeyY YAiSa2aoOdzo

Wykonamyl Af { I S1&aLISNEBYSyilsg A 2R{NR2SY@& NB3Idooe
funkcji kwadratowej.

Yl dzgl doYe (23 02 2d ¢ASye 1 601 SITyA
ogniskaF od kierownicy k.

2jgi @ OK o

¢2 LINJ S1UOFRIF BNXGYSN TR ROBWI [ Bdza L2450 0SS aj
3o Ol etA 2Said 1 ¢&dISNIBXH 022 S A 2y 1 S2ImdINGRIE GO YT
Tal SNI I OF ag228é sgHISRERT APsD BywIdi 20Y2A |

i

LJ NI} o0 2f [ NE |
jeszczelr T 4 LN} 6 RTI A0 20aSNBAd2NGTAXY ORIAT $Y¥ I RNE {12 64
paraboli.

hiigs NI Y& WWhikgadlo (Fy2yAOTyl ®336

Suwak o nazwial YA Sy Al & kE5]06 YAYIAISNBE 20O 2532 41 NI21 O
1al GF ol LI NFdRENMD ¢R i NBl (LEyAS LRI ylySa gAS

~

weadzyS1 mMm AfdzaiGNYz2S OlDWARFRI 2pPpOSaRsSHBbasge F

Yl dzogl 0 Y& LRYIRIxE VIS gRUBDOVRFY LRt 12 yI 14al
wykresem tej funkgciji, ale ponad® S O@ Rdz2S 2 Gevyxz Ol e 3AFLOtTAS an
Gdya>®x ¢35 601 Fa 3AFOtTAS LI NI¥o2akr adx ¢adiA SINPFI OS]
A41ASNRSIYS 6 R3500
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¢t2 GeyAll NBESGYASO 1 &I YEORLINI 8unz2Sodl saly8S
dodaiyAST gAt O yI dz2SYyS Y20S 2& Gef{12 1TYASYAS
Gdy natomiase=0E ¢ &1 NB& Fdzy {1 O2A | ¢ ly¥NI & 8 b 8 8- 2EIMINE BINE:
OX.

h3ayaAal LI N> 62f fS0NOBOK 6 LL Qalkierowica had NI OS
65601 | NEBYlYyAS
{ A

; /, 004» ‘\ N

| 0 o’«»

i 0
P ' = i ! t¢ ..... 0 ..... &K _s}r.ftffff_'._
rys. 11 rys. 12

Wykonajmy kolejny eksperymengpt S3 I 2n0& y I | RBT t- B aNde eF il @S
1 NI 2d60A FEB T YASYAIBNOS 22 0BASKND @lz2NI8 21T G2 A At
wykresem tej funki.

2 LINP gl RTYe ¢ (péYy AOSHLOIx adldyml 1¢ GLIl2f dz 6 LINRP G RT |y
g1 seNJT -LIiué E

PadGlrftyea=l NI21 6

hiNIeYlye y2¢e geiNBa geNsodoyAiAayYe 12ft2NBY 1A
GF1AO0OK 6@ 1 NBasg RENQPAYASYAlI 2n0e0OK aAt 4 NI 2

~

S2S aAp<0 do, gdyd>0 NB §dPp3K FRIRT yIF OT yYé ¢S1 02N 1

2
1 R21{NDR yladnLAD2 LINI SadzyAt OAS®

¢ A

A
N A

Qx

Y2t S2ayey {NR1ASY ylalsS3az2 S aLISNEAEYIALEE (G L
fdzo & 0Rs B®1 NBBG ARRYAsIsNY > Ol @t A gFNI21 OA Fadz
AAt X YdzaAYeé R2 1lF0RS2 46 NI2T OA Fdzy]1 O2A R2RI 6

bASOK yAD @@EtoRIZANPIGA QRIT AlY &dpée NLI2LWIANG 230 v BHHB QN §& | .
25601 & 61 35N Tdape OBA-ILIINT EYA S LI2&G |
2 LIAaT Yée 6 LRftdz g6LINRGI RT FyAL DS2DSONE GF 1A &
BETyFrOTlYé (S0 o6& 12N LINT SadzyAat OAl &
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t2aél d - LIy duBKpji kwadratowej nazywamyJ2 & i OA N 1 y2y A Ol y
kwadratowej. Nazwa pochRT A 2R a02¢l ally@yldHl MNBHEAN¥de I Ry
NEJddodi2a26l0>x o0& 2GNI &YFd g&1NBR@Qg).Fdzyl O2A LR
WSaild 201 egAradteyr 9SS 6ASNI OK20S1 LI Nroz2ftA (is
& I LWy o

jestpdzy {0 2 6alpgONI t Ry e OK

rys. 12

t 2Radzy26dz2nNn0 2ai0l dyAS o £S102S8S LRGN TFTAYE g
& I LWy oH

w2t OAL  p
Tematt h{ ¢! 0 hDj[b! C!bY/WL Y2!5w! ¢h2 9w

2 3N} OB YR SELIGuy Yo SYe dzl2LINIAS AT G OOSYy Al OK & LINR
Ge8NIOSYALF Ff3ISONIFAOTYS3a2 A dzLI2NI NDR1 26106 2S5 R

& ' -WLwu  &fipy2rqgadec2px + B) +q = ak¢ 2apx +ap +q

hiyl Ol Fanoy
1 -2ap =b
T ap*+g=c
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230GF 0y AS yI 43 Y¥5dza® NIIDSH/TAS LINT &
y=aX+bx+c

105NN T dzogk 3A yI geailt LIZNOSY NN Y 21880y R NIA i 3/
235t Yyl LIAGIFOAN FTdzy1 02A {146l RNI(G2¢6S20d

¢H1nNn TFdzy1 02t Y20SYe 2SRyeéyY NHOKSY vyl aii1Aaodz,
wprowadzania konkretny vizNJ T dzy } =0 3x>+1 AfelLtismie o to chodzi, by komputer

I yIFra Neraz2¢l 0 ge{NBaxr Geft12 Ydaivye G171 TF LI
kartce papieru lub tablicy.

hi¢s NI Y®O05Isfirolv flo postaci kanon.ggb.

t 28010 23D WRNITEKEIS@2 N AS LRT 6FEF yIFNRaA26I O 0 ¢
IR0 Tyl Ye e fb 2ctepfunkds Orieliziayigid. | A

Aled 2y LkRgaldl ol 1 Fdzy102ir ¢ Ladl OA 1Fyz2y
ALl O0pighoNdA§ A dzy BNOA R ¥lSic.! YrASkRs&y2106 Gt ylIleéeg
ALINR G RT FYASY Nkl 2YAlydz 161 RNF{G26S532 R2 Llai

WE1l 2n 23AND3yNsK
wl dzgl DYes 9S8 gLINRe2DIYand Tyvidley yeR 1 v I O7 &6

t 2yAS61d b=2ap

;A b
2At O p—-2—a
t 2R20YAS cEBFH SO O
2At O
q=c- ap =c- o8 bo,_ _a_bz:C_b_2_4ac b? -(b2-4ac):-D
(;Za— 43’ 4a  da 4a 4a

Gdzie symbolen®2 1T y'I OT I Y& Rfl @WwémeRe 68Nl dSyASs
L yIT6ASYe 2SS 6@8NBbOYALASY GGNbl2YAl ydz 16 RNJ (2

Zatemdladanych, bcc 6A St {1 gRODALINBBaNE 6y SY
p=-b/(2a) q =-0O(4a)

22650 (1S32 alz2adpeinD2aSYRIbsE WNEBINBARITFORND Tdzy
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ygaxt+bx+c

5t F LINJ &1 0Ol Rdzy

168 aLR2NI DRI A% 2o rhBliczayzy | O2A & I E
p=42=2
q=-D/4a =-(1620) /4 =-(-4)/4 =1

A
7

Ol @ftA 6alLlsONItRYS 6ASNI OK2011 &1 NBadz iSa ¥
Bl GSY LRAGES 1 ¥ 24¢ ¥Dto flinkcjat dzy/ 1M &1 T's N\ 2dz  LJ
g1 NBIftAG ¢ dzl OFRTAS 6aLls ONIt Rye OKo

Zajecia 6

TematODP®@ ¢! / L hDj[b9W 5h Y!bhbL/ %b9W D9had9c¢w, /

t NIJ S2T OAS 2R F2N¥eé (Nbs2YAlydz {46 RNl 42838 R?2
geometryczngp 2 RIFf al S2a Ol t1T OA BAR2O1yBE S alil soNBESY

20N} T TladtLdzsS galeadizo

ax2 + bx +c

X
X
1
ax
b CI
a(x2 +2x +%)
- X
: 1
a(gx b <1 )
a a
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a(x+%)2+c-
a(x+%)2+ C -
a(x-— ‘2%)2-( - C)
a(x- p)2+ —lb - acl
alx- p)2+ — A
a(x* p)2+q

rys. 13

Zajecia 7

Temat:MIEJSCA ZEROWE FUNKCJI KWDRATOWEJ WYZNACZONE RACHUNKOWO

arhS2a0F 1TSNRgS Fdzy1O02A 16FRNIF(G26S2 (2 LIRRail
NEGYFYALFYAS GASE 2VAIASINGR YAZ TAdzyis QB W20T § A2 6 A S
SGFLIAS 1a&l G 00SyAl YIFLGaSYragediyS3azo

~

LINE g RTAYE 61 2NB yI YAS2a0F TSNRsS A LINT

LIs OOT 8 §igA| 56

(S
ax s

{dFgAl Ye ¢gxtO 12ZNR & QOBNBECKMAOIAGWAAINT @ 2Ydz2S 4 NI 21
23g2RITASYe 2R LRaidlIOAaA 23sftySe2 GNs2YAlydz {6 R

YrSa2ad 1 2 nd® bl &Gt LIWA:

| SNPgeOK LINIJeNksylYe R
wstawimy w miejscpiqg @ LINR g RT 2y S 4601 ST yAS2 41 2NR®
al Y& okjiod 1|

y=ax +bx+c=0
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a a&-bad -D
= - — +—=0
T 0l
° ~2
a ,bg D
—agX+_-—-0--—=0
Y C 2a°  4a

5NHZAA &1 0FRYyA]l LR2YyRoéYeé A LRRIASEtAYE LINI SI

2 3 OA DAWNGES R ¢ & NI 0 SkvadGtowymy | 6 A | & A

_ &% bg DO
y=agx+—0 - —u=0
& 2a~ 4ag
5NMzZA A10FRYA] 6 yl6AFaAS 16FRNIG2seY T Fadt L

—a%('l'_O'%z— =0

: a- a

& ¢ =Y

W56y7\ét’ I R NJ g [7] yl-ﬂ')\l-éi\é 1;3I-I§NJ-(322’1§Y Y 2

1 us
WyNI 8 SZ LINJ ST AO0OK NlkOYyAOt oaitz2adz2nO 615N a1 Nk

X 5 a./D 023 5 a./D 0o
y:a%(+2£8+o’e—[)d‘pd +£8- ae\/_Bg‘J:o
. : %

v

GNRYAS LINJe@2YAS 461 NlL2T 0

QX

238NI OSYAS LI tSgsSe

_ S‘e(+£g+ge\/_58:o 2+ 00 2/D8_,
a=0 Wb ™ 2a+ F2a2 " W ¢ 2ar F2a?

WST € & Tdzy 106 1s@3ND G2t s 2
26



2a - 89261_
<1 nR +£+@:O i x:-b-\/B:O
al 2a 2a czyl 2a
albo:
%(+£g-%\/—58:0
¢ 2a-x §2a9
2a 2a y 2a

t2yASglLrd 20NJ@YlFfAl Y@ RgA
2RNEOYASYAL 21Tyl OdhideYe @S
hiNTeYFfATYe At O YAS2aOol

_-b-+/D _-b+/D
Zajecia 8

S 461 NI2TOA E Rfl 1
g NILi21 OA 2 12
I SNRgS Fdzy1 O2AY

Tematt h{ ¢! 0 [/ %, bbLYh?2! ¢wj WaL! b, Y2!5w! ¢h29Dh

hadldyA 615N LTt R2LINRGFRIAS GNBSYALY
NRET 6ANT @61 yAS YASN I oy21 OA 16FRNIF(12680K YSi2R
Wychodzimy®& Tyl yS32 2dz ¢01 STyAaAsSa g1 2 Nzy

9& bg a 0 avD Qo
y= aeee<+—o+38—8Jeae<+—o- 88—81

& 2a 5 2a -+ g a )

t 2 LINJ SRalGlI gASYyAdz 32 6 N&

sgy26ldoySe FT2NX¥YASY

27



e b+J/D2 b-.D2
eX+t———uX+———u

=a
& 2a (a 2a
_.& -b-JDZ -b+/DY
YT T a KT T2 U
é a @ a
L T Frad2az26lyAl g1 2Nss yI YAS2aOlF TSNRgS 20N

y=ax- x]x- x]

Yol ynN MRATGEWYYKA1 26N GNB2YAlLYydz {6FRNIFXi26S320

Zajecia 9

Temat: MIEJSCA ZEROWE FUNKCJI KWADRATWOEJ SKONSTRUOWANE
CYRKLEM

1 d GNMHzRY 2 dzoASNI @6 0SS LRaldzlAslyAS YAS2a0 |
YSG2RN NI OKdzy 12gMm oYdaylLR2o@20On 2y aidNbz O2Aa 3
541 ONJt RyaOK {1INIiST2a2lFlzalA0K LINJ & dzoeéeOAidz 2SR

Wykonajmy w tym celu pewien eksperyment.

T 20n01 Y& LI ROONDSNEBSAGYNEIENTE 8 f ST @336

T bl SINIYyAS T 206l 01 e&vye ReyrLV20KB@e ge pHbE CONER §
bicc 1U3dNBYe T YASYAIlI O hBbicRyeOMD2EOHF GKlo1 LN
i skoku 0.01.

T t 2NHzAT F2n0O &dzot {FYA Y20SYeé 20aSN¥B261F06 1 YAL
GNE2YAlLYydz 6 dzl OF RTAS 64LIls ONIt Ry&d OK®
Widzimyg @ NF 1 yASS (1ASRe TFdzyl1 02l LRAaAAFIRIF YAS2ao0l

1 Zaznaczmy teraz dwa punkty=(0,1)) orazB = S‘é—b,38.
ca a=
T {12YyaGdNHzdz2Y® 2S32 1 NRRS]
T t20Nr {1 0dz2Ye (GSy 2ROAYS| 2l {2 I NERYAOt LISs\
 Skonstrujmyi Sy 21 ND3I
T LYASYAlFI2NO LR G2ZRiSRRI GaHzBDYR6 1 6ANT S ge1NBE
wykresem funkcji kwadratowe].
2yA281A 1 20aSNBIlIO2A g 12ylyeOK S1TaLISNBYSylils

28



hodSNBdz2NO ReylrYAOIYS TYAlLye adzl 156 A AOK ¢
g NI 21 OA ¢ aadds e aNdyax | WINDXBO Alydzy 1 AiTF OKSE 1 G35 NB &
| SN2g@YA GNbSYAlLYdz {6FRNXri26S320

hR1 NE ¢ | Ynerdzenid: O

)

WST £ A G NF 2YAMKXYy=a¥ sbxRAN¥F I 2voreS2a0F 1T SNRoSs 656010 |
I NBRY A Ole wplinktdcaZ ©,1)) oraz B:S‘é—b,38 LINI SOAYLF 21 h- g
ga a+

—)

SNBEgeOK (S32 UGNl YAl ydzd

Y2y aidNHzq 62l GF L7111 dzeS
miejsca zerowe funkcji kwadratowe;j.
hRY{NEBOD 2n ail1201A KAad2I[

Terd geadl NDI & 2ROT &l ™
LINI 6 OAt OAL  &aAt 21NXY 3dz |
;?’I- NJJQ[OAV jmsavao 'SN‘B”eoThomasCarlyle

~

WI {1 dzR262RY A0 nslukdl gy21 06 GS2 12

Yl dzg I 0 Ye X ShSId NB2RNIIdz 21 12 Lldzylid Ny gy22RES3A0
YdzaA £ S8S06 Yyl XEYSUNIfySe 2ROAY(!

gdzie

X1= (%, 0)orazXz = (%,0)

%l GSY 2ROAtGEF GS32 T NRBR1UF LINJea2aYdza8RIBONG 21
wykresem naszej funkciji.

hT yI Ol Y& 2n { NJIpReN]esz/YAdie & &WOE?tzSYI\IJJ 21 6

{12NRP 2ROM NBIRABRDADIAdz 20846 ARNDsV VI 2B 22BFRt G N
galylr Ol s 2ROAt (N RNYzZapu&dER 12Z01 T NBRyAOe 21
X _Xat X b_0+Xx;
S —_—

2 2a 2
{GNR Y26>/I-x843:%972>/l(3Té}_Eﬂé)\SNPTI- LIASNBaln OTt10

29



f(x) = 0.5x% +( -3)xh #( -3.5)

-10

rys. 14

NiechX orazX 6 t RN LJdzy 1 G YA LINJ SOAt ®NI (2 & F BKa dz

wi t RypdnktuBwyznaczymys & 1 2 NI B ff & 8zR30 |38 8 15X -iyS 14

2 ASyezx oSY

: - 4 b- /D .0
-b _
A=(01), Ss=%—,ys0, X =& —-—08
(;2& = g 23. e
Wobec tego:

o 2

&b -b-/D@ , (& by ) . .

& —- Q + = |ee—0 + -1 odnosimy obie strony do kwadratu
\/@a 2a 9 S \/gza_ (yS ) p y y
° ~2
&,/D0o b2
3382_618 +Ye’ = +ys - 2y +1

D b?
raz y52 :4_a2+y52' 2ys+l
b?- 4ac b?

42> 4a? =¥l

C
ZYS :1+£
a+c

S 2a

t 2y ASBED0 T NPRPESYAZROOAY ] |

30

2 ME



1+,

Ys = T ayBRy-1
234G 6AF2NDOY y, = a¥¢
2a
Otrzymujemy:
atc a_c
Yo =2ys- 1= —- ~==
a a a

CH1aG sl yl Ol SyaAl YaS2a0 TSNRgeOK Fdzy102A ¢
T FLWNBTSyid26lyl dzOl yA2Y 2F12 FTOSNYFG®syl YSi
52¢35 R L2 LING gly2y aOANIE|SO2A Y20S LINI SNRayno LJNjS
LT yFtA dzO1 yA26AS T R2fyAS2aAd a20S (2 o0eéod Rf

Zajecia 10

Tematwh [ ! 2{th_/ %, bbLYj?2 I 00X O ¢wjWalL!b! Y2
2 31 12¢tS TNS Ry AS2 a@zOllsy/u @iaskybkeih gialr&dwsjZjest 0 S

2RLI2GASRIALIfye T 1alatmNBagryot NE 2K NJed? | 55 RO
aAt RI7\ S I 61 NBaSYy Tdzy102A hBNRBY ARG RD28

Se2
gl NI 2T 6@

Przygotujmy plik GeoGebty (i 5 NB® Sg &Y 2 RLJ2 6 A SR ¢ 3/ NJ YiGR0 LA v
a tr kwadr.ggb

31



rys. 15

23 3fNDRIF yI (42X 0SS 6ASNI OK201A gsaleadlAroK gei
“BEYyAY LRadFgAyYe G1F1N KALROISTItE 2@0TRe@YE (2 L

///

rys. 16

O

Faktycznicg @ 3f DRI yI G2 0SS 6ASNI
Co to za prosta?

K201 A dzl OF RF2n a

32



WE{AS 2Said 2S2 Nrsgyl yASK

P
O«
)
(9]
[

231 NBTftYe ¢ LINJeotAdSYyAdz Gt LINRPaidn A 2
Dla b=3 oraz c=2 prosta ta przyjmujbs gy | y AS+2 yGEO T

rys. 17

Bl adlysgyYe aArAt yIR NksogylyASY (S22 LINRPaidSao 28
galls ONIggry @ OK 0o

2t A0l YR TFGSYS 2F1F TFHESOYy2iqwABNDORKROAI YA §
parabolif {2 2S3p 2ROAt GS2

—A  —(b* - 4ac)
da det

—b-b y —b-b
da ' °T 224

—b\ b N b n
g=|—|=+c==p+c
= \2.)2 o F

—b N
y=—-a+c
¥y=7

g =

q= +c

%l 0SY dzR2g2RYAf AT YRY

Twierdzenie:

WST t A gfunkeR R IARMISH 2 6 & OK & ' Eu b 0E b O 1Y
6ASNI OK201 A 6@ NBasyg oval eaidlAOK Fdzy1 O02A dzl OF

33



y= (b/2) x+c
t 2R20yS LRGOGYYESEOIYREBY BBH2RBR OOT 8y yAql

2 31LJs OOBGBNBY2ANNA I ydz 1 6F RN 1268532 yAS 2062l gAl ait
YAS 2R NITdz 6ARIOGX 2IF1A YI gLI0es ylI gelNBa

>

f ALINk 6dz2Yeé 32 LIRR20YAS 211 62 a238INT ISRKA & |
aAt OFvS2 NRBRRIAye GF1A0OK g1 NBasgod

-~

h {635 NI Y®10 hif kivddr.ggb
t 2NHzAT F2Yeé &dzl 1ASY a0é A 20aSN¥Bdz2Sye 11 OK2¢

rys. 18
{LINF 6yS 212 R22NJ & yI LIRR20ASZadg2 LI2LINI SRYA
rodzinywe { NBT f I y@OK LI Nroz2fd® 2ASNI OK201A GS dzl OF
Ge8OK 6ASNI OK201356 A To6FRI2aYea R210FRyAS2 (Gt |

34



rys. 19
2@ 3fNRF yI G2 9SS TtFR (e0OK ¢ASNI OK201s56 |
R2AGNJ S0S o0elbo 220 SZTSHE ZRONB A2y N LI NFo62tn I
2 TYASYYyeY 64l 00l &dyyAldz oo

—)

/
NJ

FI10e801 yASK {LIN»kodz2Ye dzR2662RYy A

& 01
t OK20O1lF LIN}Yo62fA 2112 Fdzy]1 Oat 28§

1
Ry Se

-A  —(b* - 4ac)
==
4da da
—? —ba
= c :
da 4-q?

Atenostatni | LJA & 2T yI OT 2 0SS 20Wd-aF¥EyD2LI| REOR2 R RYI
Mamy zatem kolejne twierdzenie:

Twierdzenie

WST £ A gfunkeR RS IMRYNISGH 2 6 @ OK & ' Eu b 0E b O 1Y
6ASNI OK201A ge{NBasgecpaaradyh OKI Nldy 3 OB A dzl OF

35



y=-axX+c

Zajecia 11

Temat:ZADANIA NA POSZUKIWANIE EKSTREMUM FUNKCJI

t N2PANF Y DS2DSoN} T gASGyAS yIFrRIFI2S aiAt R2 NRI
g NI2T OA  S|TAYNBXYHYe OK YIF{1aAYdzy TFdzylO2ir g¢
3S2YSGNROT YyS 20AS{lGs5¢6 ¢ GeyY NboyASd LINJ Said
NET 6ANT+Z 6 ReylrYAOTySe 12yaidNHzq O2Aa éAanonodsSe

na obiekcie.

Zadanie 1

Yo LINRPaG21NRGYyS2 {FNI1A (4NORY@2 26 6RYAN Q&K OKS IcR

1FNIi2y o0dzRdz2nNO 1T yAS3I2 {INI2y26S LHzRST12d 5
1S32 LIWzRSO1l 2Said yla2sgAt|a

161 RNJ (idz 202t (21 &

o ome

/

3 - - - 1
Obj pudelka = 3.98 — | f
1 I 7 *‘. .ﬁ
| ‘\ |
|
- \ |

rys. 23

rys. 22
hiés NI Y®@12kekstierhum 01 .ggb.
WysoR T & LIJzZRSO1ho 23z BBdAZ & I2 16+ RNIF G dzd6-t 2R&a G T
2horaz4-2h® % (&8 OK o6 NHzy {13596 1| RIFIYAlI 6AREGB2)4LDS 2062
2h)h

t 2NHzaT I 2n0O O1 SN¥2yeyY Llzy1GSY T YASYAlL¥g 6&YALl
2o02t.6aBbl21 0 28ad TFTdzy102n (NI SOAS3I2 aG2LIWAL
2Sai LI NIoz2tnRd /T 1FaSY At O oAl dz- £t AT O2F Y20S
wykonamy osobno wykres funk§j{n)i 2 T | dzé | ® & Y & Frabdl&ryd.23. y A S 2Sai

36



INBa aLR2NI NDRIiz2yeé yI 2az2oyeéyY NBadz/{1dz L2111
ASRI Ayt (S22 Fdzy1O02Az Rfl (GsNB2 202t(2108 ¢
SNB{121T OA {1 FNI{1A LI LA SNHzd

'degl 2N0O R2LIAWDYNROTNIZGBKSHRY2] dy 2NisSYe Tyl Shd &l eo

Pochodnat Q@K& (i Tdzy1 02N 16FRNIG26NsE {Gs5NB2 2SRy?
g NIk90,7657¢cNBE a® Hnod® az2dyl (Sdo 2ROT e&dGro 1T S1N
Vmax 2 8,48¢ rys. 24 a.

. V(x) *

h h

D ) 8 h = (0.76574470539017, 0)

B V'(h) !

rys. 24 a, b
Zadanie 2
YI 6l OS]T RNBgyAlyS2 o0St{1{A 2 ROdA21 OA wmMc YSiNk
RUOdAA21T OA A TodzRR2ély2 1 G832 NIYAt 21yFd W

212Yya0GNI2 61 yS 21y2 HEWHR 02 yI2asrt 082 T 64

h i ¢ s NAikyL® 12 ekstremum okno.ggb.

¢2 TIRFYAS NIOKdzy1 262 2Said oOrGegrasSa2al S A yaAS
tylko funkcji kwadratowe.

Obliczmy:

Wymiary oknatoa =xi b=8x® t 2 f $5=x(8%) Miejsch zerowe tej funkicfo x;=0 i x2

=8.%I GSY 2ROAt (I & ASNI OK 2 (x4 Zatédt okdo o thakgymaldd & 2 Y dz
LI2fdz LI26AYY2 YASO G&MAINE {161 RN} {dz 2 0217 dz

¢t2 60T YyAS Y20SYeée 2ROT @Gl od NyxgogyASdO 1 se&1NBad

37



Punktem P regulujemy wymiary ramy okiennej.
Suwakiem a obracamy sktadajac okno.

rys. 25 rys. 26
/I AS1II86S SF¥S1ide RIdEB2aliiiyaBaIeA 3y wS$ Ol St 1A

Zadanie 3

bl 1dAZ A 2 LINRYASYAdz o OY 2LAaly2 ai20S1 aidec
aAt 1T OK2gdz2S 202t (2106 adaz2do1lF 6 1FtSdoy21 OA 2

,!stq,sza, - 115'04;
rys. 27

[ h mu S{1ailngyYdzy aid20S5]

P OT yA26AS &l Y2RTASEYAS 2ROT @iGtran A LISsYyAS Nk
%l RFYAS Y20yl GS® NRISANDTI IS yI LIOFal Ol &1 yAS:s
gGSRe&Y 3IARE GNyxa21 NG 2LAAE&lyYye yI 21 Mésdpolet RNoOa
hoat G216 adz2o01l 2SadG 262t G271 OAN g¢aieadlArokK i

38



Bl 2t OAl  MH
Temat: OBRAZ W MUZEUM

t NBEOofSY 2LIAalye ¢ (S22 tS102Ax 2SadGd T FRIFEYASY
yIENI t RT A I 385 otikBnejinatdmyast £ viykotzystdrietn RIasycznej geometrii.

h3af DRFYAS 26Nl 1356 ¢ YdzZl Sdzy T+ 6ASNI 6 a20AS O
WSTtA 2F1ARPORBNIATTEdABSAYYgFe 2S5Said 60 wad SAzyy v
L2T A2Y 201 dz 2R6 NSRRI ly2RO@BOK aVdzl $&G I YASY T 21

20N} T 2LJieYlFHfyASy OTetA 2F12 ylegAatialeo

al GSYrde]l TILRIGASRE 0IDGLINBRI YAl seaz212 11 ¢
vy 2sAat 14l &K
B

rys. 28

Tym razem nie ma przygotowanego pliku GeoGebry. ID8 y A d al S32 2 LIA a dz
a12yaiaNdz2é6l 6 alkY2RIAStyAS LXA]l DDo®
y & Fdg2 11 dzlodoeds dS

t 2L GNJ Y& yI NBadzy S| _
R2POZESE8E YROeaciusli Sye R
IT+oz

T

20N T3 {nNd 2S32 #ARIS
® az2d0yl At O LINJ &Lzl 0S all2 RNRRI S¢ 2
Y1 2gAgngdiiee w1 2SS Tyl f

ax

az2zoyl gel2yl
gel2ydz2end 26
YAFINE 1DRGF ¢

O 12YLWziSNRgN aeévydz I 02t 2DJAal yS:
21 ReylIYAOIySe 12yaiNdHz O2A LINJ S&
ART SYAl 2R L2020 Sqofys.129.41S32 206aSNB

39



a2dSYe a20AS LIRYsO LINPINIYSY 3IS2YSGNRA ey I
T 6 YBAS yIRF2S &aAtl tRR2] 2A4f 1 dydAl NRLANBY/ GRS YRR R A 2 v
yIali §32 LINRO6f SYdz LI2avdodeye ait Reg2YlF (G6ASNRI
Twierdzenie

23l ead1As 1nde gLAEALYS 2LINIS yI Géy &alyvyey O

Twierdzenie
KD LA aAlye 2S5S8&1 R6BRNINDEF YYNBR126S32 2L NI
21 NY 3dz

Niech odcinekAB 6t RT A S 2 ﬁeLle-éd\fSﬁia/Aamsafz Tylr/ ToOoas 35

23t DRIF2n0& 20N 1T Yzaé aidlyn ot AdS2 fdzo RIf ¢
105NN yI 1 & AnSacku. 'LﬂQeI)\ YISfAT(') Y)\SBéC)S I 1035 NB:
yIEl2gAatl1al ey 1nNOAS ART Sy A gel12Nl eadlyvye ge
wpisanych.

rys. 29

201 STyaAS2 2SRyl (Taedgi ylavye GT gd _ dzl A

_dzl 21 NXY 3dz LINI SOK2 RT N O SEAB jedthiej&ém gedimgtiydkym | 2 2 02
gal eaiG1AO0OK Liddzy1idsex 1 1035 NEOK ijéy 2ROAYS] 6A
AY At 1al @ LINRBYASZ (S32 0OdzZldz Gey 1 nid 2Said Yy
_dzZl GSy vpahaz qnlf'zméu‘ﬁz 32 AyyS3z2 Lldzpotcinek yAS f
0t RTAS gAR20Tye LIRR 1N SY £ 02 ¢cywiktR,2abd 8 Y 63
gAtl1aley o3Re Lidzy1d fSo gSeynNGNT 2ROQY1Il 1
punktQ) ¢ rys. 30.

40



rys. 30

Ustalmy punktenrM LJ2 020 SY A S gagRobraxz NB @G N&men Pl 2 y a i NJzdze
1isNE ot RITAS LINI SOWRRI K OSARI SYA I ASOINOK@OBINT S
wS32 T NRRS] YdzaiA fS0S06 o¢ABAMIAS OAt @Addy &8N SSHONKI;
punktyAi B) oraz symetralnej odckaWA(lubWB) = 3JR&0 LINJ SOK2RIT A LINJ S
bl LR2RaidlsgAS LIRLNI SRYAOK NRIgFdlFZ 1NG 6ART !
ylaYyyArSzcaleo ¢2 dd ealdzeSye gdSReéex 3IRe Sy od

M ‘
rys. 31 rys. 32
¢CF1 MRIEOANDT I YASY T FRIFEYyAlF 2Sagwedlaiil LAR & ds2 OB R

osi widzenia.Konstrukcja punktWV jest bardzo prosta.

41



hiyl Ol Y& geamBpreeklyl 23 R $§ 820 2 bdopozloimyotzil dezez.
Popatrzmy na rysunek 33.

prosta widzenia

2ARFO® YI YAYZ 9SS al12NR 2 IAMRAI (2 a2 OKNERR S\
symetralnejk odcinkaAB.

Il LRYASGlLd YI 2y o6ed adeodOiye R2 LIMBuBE S2 L2
G@INBITftAG OBNJfSY 21NNIAP (WEEY KBS ditderiaf BB & Y
czyli

r:h+i

2
{LINkodzaYe gelyl Ol &d NIOKdzy1262 LI2020SYAS
gl yl Ol es 2RWIRQ2100 flE&B|NWINB®R] BR LIA2y26S2 LINE
al I 6ASai2DNEd ee§aNd eavyaaye 2Tyl OT Syal 21 yI 1

prosta widzehia

rys. 34

YNBDEe Saild LINI eadl 2ndidaczBgd?) { DUl 6ART SyAl
Wyznaczmy kolejno:

42



x o T

tga = tg/ =—
A teraz:
ak:
§2++h
. H+h tga+tg/ Y
tgla+j)=——r= 0 o X X
X 1- tga Qg aH g
1- 62+
X X
{0NR 6At OY
E.}.h
2
H+h _ X
X el
2
X2
/ 2 L3 dzLINR&T O1 SyAdz RF2S Nl oyl yASY
L +2n)
H+h=—2 -
EaZXZ-HCho
2? NG 9
t2 41Nk O%g(i\dleiJSj[ 71 G 0OSyAdz 20 NI & VI ve
x=+/(H +h)h
e isNI & yAS Tylen GNBEI2Yy2YSOINRAZ f

StosupO (STt GoASNRI Sy AMDS(rysA3d)mayN al RfF GNk 21 DI
H

Q 2
x® + =r
22
{1NR
3H § Hg &He _ & . H Haa H H
x=|r2 ANG _ B HT aHg_ g H Ho& N . HE. man+n)
2 - 2 - 2 = 2 2=+ =
¢ ¢ ¢ ¢ ¢
I GSNI}YT aLINkodzYe TFRFEYAS NRIGANI IS YSG2RN
Wyznaczmy
H+h h
v .. tgla+j)-tgs T X H &
tga:tg[a +./)_./]:1_?( /+) g/ = oHX+h~Xoh~: 2 h h
9a+/)ay ,, abd+hgahg x*+hQH +h)
C X +cX+

43



Y% ¥ I \tdadestdidad [0°9°)2Sail Fdzy1 O02n NRaynon A 1 Tl
1N&IBT NI aGl R2 LBGYRIT 41 NIRAISOYA Yt SeSzasgeyArll
LINI @2YAS 4 NI 21 akiegekz] SR8t Y f (D5 NGE AANIINER WSS 06 | NJi
YI1adYltyno

t NEOfSY ALINRSIFRIF &aAt At O R2

f(X)=— H..O(

x*> +h@H +h)
t NIJ @8Nk gydzenNO 2S2 LR OK2RYyDN
HO&*+HMGH +h)- 204 &2
[x* + h@H +h)]?
R2 T SNl o671 32RyAS ASYHI B yaABRIEd BIYYE | R \SIWY A S
H®(H +h)- H&® =0

~

Tyt STASY AL Y

f'(x) =

{1NR 2GNJ &yvydzesSye GF1AS alyvyz2 NRIsANRTFYyAS 21

x=/h@H +h)

ws gy 24d=¢h@H+h) LINT @ L2 YAY Il yIYZI 8S x gestil yNBQRy2Ay0t
3S2YSi MBI AdaH+E O et A ROdIBE OA 2ROAY {56

¢k dzogl 3 YILNRSIRII yla yI 12t82yS> Ol 61 NIi S
f narysujmy punkt €metrycznyddg i If t RSY LINRadGS2 LRTA2Ydz 20

T 1Tyl 2R1 Y M odcihkg RS 1=
T 981 NBI Y& Ll M2hravierduMB (ry$. 8§ R | dz

T t NI SOAtOAS (1S32 LIO21NXY3Idz T LINRAGN LT A2 Ydz
t2l 2adl oAl Ye Ol eidStyal126A &1l T 1FyAS LRLNI gy2

44



poziom

rys. 35

t NP6t SY GSy dAltTdz2Ss 211 YFGSY!l (& tdm, gaidieNd Rl 2
YAS aLRRIASglIfAOCRT Ye &At GS3a20

wWSaid G2 2S5ail o0l S 2SRSy I(ONKdEY|IYIAR OA ST/p 8 2w 2 1Y |
al ¢9al ¢ a/mdabmatycy praktycga! ¢9a'! ¢, Y+ {¢h{h2!b+®

Zajecia 13
Temat: TWIERDZENIE PITAGORASA

KONSTRUKCUA

Celem konsukcjiLO14 pitagoras01.ggiest wykazanie tezy twierdzenia Pitagorasa.

2 16 RN OAS dzvAaSail Ol ve GNk 21 nNGa iLWNRaG21 NG
LINI SOA 6 LINE & (i 20 NAIQISENB22 y@2 (idkd 21 NG yI NB&P oc!
LINJ @&l 2NKS2RRGABS IR (LI2Y20N0 &adzl {56 | YASYAL
g 10GsNB2 gARIAYEI 0SS oAl UOS LRESE I YASNR 020G 1A%
na dwa kwadraty o bokachi cd %l GSY 2S0StA Getl12 GNxa21nG 2
2= &+
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rys. 38 rys. 39

KONSTRUKCGJA

hiés NI Y@l4pithgards02.ggb

4

2y aidNYzl 02 2Sai yASa2l 12 LRsilisNI SyaAsSy LkRL
1niGe 20NIOFa2n aiat | yAS LINJ Sadzwlano

~

52¢g5R YAS geoRyie OBKe2YSy dr NI eod /AS1leSs Of

1fS T 2001 yvye 02 2SaioOof S yIY &aiat dzRI 02 LRI
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b2

a
_—

-

rys. 40

Gdy suwakPQiRT Yy 2Rdz2N &aAt ¢ LIR0O20SyAdz hbR2 fSgSa
RO dz3 2 | &hwydosi(a-+?.

{10BRIK yI yAS3I2 L2fS {&2RNI (022 0R4 D
wymiarachl O 6

t 2 LINJ S&ddzyAt OAdz &adzol {56 6 LI2V20SYAS bR2 LINI ¢
OT GSNBOK FA3Idz2NXY Rgs5O0OK {16FRNI impb GrazR@d OOK 2
LINJ @& 2n0e OK LINRI&die2 {1 Nisgé 2 seYAl NI OK

2ARIFO At OX ®S

)

OLdiNP2

(a+by=a+2ab + B

/2 RFE2S yIY 1Tylyeée §imtekenitdghdodady s podong 3amS y A |
mistrz Pitagoras.

KONSTRUKCIA
¢SNIT LRTyFYe (1Aft1F G6ASNIRypSdkiem]|jébts thidrdadhie a1 OT §
Pitagorasa.

higs NI Ye LIEA] [hwmn LAGFEI2NIranod3ddo
bl 021F0K fFdlF 80060l g62NR1 NG 2 LINRPaG2LI RU&OK

1 Odczytaj ich pola.

1 Oblicz;poleA + poleBorazPoleC + poleD

T /2 1T1dzl o&d0ST K

T t NJ Sadzz gaamddddpkirktdS |

/7@ LRAINIFAAT aF2NNdz026F 6 2RINBGND g0Fay2l1
T t NI Sadzz IN8NdurktuEzy 1

T hGNI @Yl OST GN¥s21nRiG LINRadz21Nniyeod

T WElA T6ANRT ST TFHOK2ZRT A GSNIT LRYAtRI & LRl
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2312ydz2nN0 8K AFyR2&RNBS3AIYe: dSY

poleC = 7.3

paleB = 3.26

poleA = B.63

Suma niebieskich = 11.89

poleD = 4.59

suma czerwonych =11.89

rys. 41

Twierdzenie
WSOStA LINISiniayS Ol g2NBINRGEF an R2 &420AS LN
10dzR2gl yeOK yI LINJI SOAgf STVEOK o621 0K (S3z2 Ol

DRe LINJ SadzyaASye 6ASNSOKZOBMzEE a(idz8OYe Rp2LBEYD
Twierdzenie
2 R2g2fyeY UGUNb¥21NOAS adzyYlF 16FRNI G566 1 0dzR241 Y

Y6 NI dzOAS LINRaiG21nidyeyY RNMzZZAS3I2 0621dz yI VyI 2F
021500
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poleC = 3.3

poleB = 1.46

poleA = 6.43

Suma niebieskich = 7.89 poleD = 4.59

suma czerwonych =7.89

rys. 42
Lyl Ol S22 Ys&ANQBity @dzRNdzis o Ol SNH2Y & Q2 A

DRe& T T LINJ SHd&2A SLyeySEMIdmyryniujemy tradycyjne twierdzenie
t AGFIA2NI &1 X AREBYI NYGA FLONE @pw A SNI OK2 Ddz

poleC = 0

poleB = 1.46

poleA = 3.13

Suma niebieskich = 4.59 poleD = 4.59

suma czerwonych = 4.59

rys. 43

KONSTRUKCUDA
h (¢35 N] GeoGeitD14 pitagoraso4.ggb
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¢e8Y NITSY &LINko6dz2Sye dzOl yAsg € AO0Sdzy agl NY OA
twierdzenia Pitagorasa.

bl 021F0OK GNs21NROF LINRaG2iNRGyS32 al2yadNdz2sl
21 1A alLkraso 2SS {1 2yaidNdHzdzSYed

PPN Y gl ylt Ol LR2tS GeOK LINRadG21nNiss A Y20
gl yl Ol I &adzyt Lkt VYyAiSzcaleOK 16FRNIilsg6 A LI
2111 dz2S aAts 0S8 adzyk Llf YyiSzaleOK LINRadGz21DNn

~

a2k /1@ GoASNRISYyAS tAlGlF3I2Nral 2Said L

[onN

WF 1 a

% 021dz SINIydz DS2DSoNE $gAR20Tye 2S5aiG &adzl =
Ge80OK LINRad21Nisgo

WLl TYASYALF2n aiat GS LINRBadz21ndGde ¢ GNIF10AS LN

Tajemnica tkwig Ge@Y>X 0SS GNrx2i1nae G4S an LR2R2oyS ¢
Y2YSYOAS &dzwl 1o /1@ dzOTyA26AS an (S32 1 6ALR2
G
o
Pole ACKC', = 3.67
"~ c Pole GCBC' = 19.41
Pole AB'OB = 23.08
BI
suma pol kwadratow = 19.41+3.67 = 23.08
pole czerwonego kwadratu = 23.08
rys. 44
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t NI @ LISgyey dzo20SyAdz adzl 1+ dzOfl yA26AS Y23DN
kwadl G & ® 2| NILI27T 6 adzwl 1l 656011 a&a 25aid Nx syl Mo
ZmianasuwakklLJ2 6 2 Rdz2SZ 9SS &1 SNR1 2106 KlNR a2 pmiigally
k>1

¢t2 LRoAYYy2 RIFEOG ({FO0RSYdz R2 YelftSyAl>X 8S LINRai

~

Yl dzgl 05 0SS 2S0StA 1T 6ANIr&sh 1 61 ye GSI N GoASNRI

2+ = & (¥)

LR2RTASEAYE adNREDYHD RRI SN x0tat 20N eylrvye 1 ¢
Fi1F boi 16 I O0i 10

1GsNE 2T yFOT IS 88 &dzvakaddagbkiLINREXI @I VIKIGK 2F 012N

bokachaib G Nk 21 NGl LINRaG2]1 NGy SsAR B RSEdowangognge L2 f
yI2RUOdD &T &Yy 2832 621 dzo

t 2R20YyAS Y20yl 0dzR26F 06 AYyyS FAIdzNE LIRR206YS
F U

y
G2 yI LINJ@]OFIR LB0O12fl 6560118 Nkosy210 0 y

l dzi2NBY §(GS32 R2¢2Rdz | f SR2B&tyle2K Ryl 1021 R NIKUG
LINRa G211 N0y SedPina (1BR&)i bAaaiNd

KONSTRUKGIA

{LINk 6dz2Ye 2RINEBO G6ASNRISYyASs Rfl (dGsNB32
LINI LI RTASYD® 2812yl aYvye | ROI4ado59t DS2DSo NE
T 'dos Nyt Re Nk 2ABGG 2aiGNRinNGye
f bl 2S32 ylI2RUd2D &1 @ YABEL2] dz dziégs NI Y& 161 RNI
 NabokuACo dzRdz2SYe& YyASO0ASAlADbISFRNIG 2 0621dz RO
 NabokuBCl 2y & NHzdz2SYe T ASf2ye Nyaig2t S302021 2
T bl 0621dz YAS0ASa]1AS32 ACRRRNIR2d!I VIR] BN FASH
Nk gy2f S30202] Riac2]1l OK ROdzZZ2T1 OA
T hol TAStE2yS Nbgy2tS3020621A an LINJeadlanos

f 52 Nbkoy2fS3I0V2021dBCRROUIRRGRYE YEBS®R] 05 OG &
ROdz3a2 T OA

o1



t 2 NHzaT I 2N0 @GWNSNI YOXK 2R WPl R AD R2] GaNBS2 gal @
FAIAzNE YASal O N ABRO deac@|l O3RBNIT @ 78S azizvd 2 \Lékt (& OF

rys. 45

t 2NHzAT F 2N 06 ILydz/ 1 & BABADNBO2 [2HiG N {1 Diye T YASYALl Y@
Nk gy2f S30202]1s5bYe a&Y&AG 0 YadlyaadlAOoOK O GSNJ
wynosi onac2® %I 1 FOdRe&Y NITSY GetsS ABKHik SdNdhiege 2041
dodajemy.

hot AOT Y& adzyt Ll 0O Ol 6SNBOK Of g2NR1NRiss Ayl Ol
a+bb Hi LIR2ES Nkoy2f o

hot A Of Y& L2 f ®ku KdudowaRdgs Aa2 doku CB G Nb 2 {ABG |
wynosi ono0 1 K

Ale h/a = cos {BCC') = cos (180|/ACB|) =- cos (ACB),02 21 yI Ol I X ®S8 LI
Nk gy2t S30202dzoaRBRB. N gy S

Uwaga-T Yy 1 YAydza 6S 61 2NI S yI LR26385G ydz8Sey ¥x OF
cos(! /.0 25aitd tAO0TonNn d2Syyno
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Zatemh =-a cos [ ACB)
{iNRY
=@+ Pb il Ka2¥Z-ni I T dACBR A O

275N GSYy 2R{1NEBOU ¥ Nlafgdiedsicdlas Marqudrite Carnot (1vABA3S Y I G &

t2ightth 2y gl yl Ol 28 @NIREZGRt{Fg2Y)Y GGNF21DOI = ¢
Rgs OK LRT 2aiGlF 0e0OK 062135600

KONSTRUKGIA

¢CoASNRT SYAS tAdGlF3I2Nral TylyS 293Nk oydk2 Y223 52WR ya H
jego przestrzenny odpowiednik.

¢NJ Sol TodzRR2¢l0 o LIRI3a RNIOZYR QABR2] MDR262RL
hRLI2SASRYATASY LINJ SadNI Syyey (GdNyxa21nial 2S8ai
OT 62NRBT OALY LINRaGz21niyes G2 TylLroie GFr1AZ ¢
b2t SLIAS2 T odzRR2¢l 06 3I2 Iynre oalsighlS | &1 S11QASoyyde>2 y
GNE21NRGs 6 LINRPadG21NGyeOKA F218A0 yIANRYRY 20 ¢aAitST AA
NEO]lASY .al ST OAl ydz
higs NI YO l4gitagotas 06 a.ggiw GeoGebrze 3D.
t 2y Adal @ NBAdzyS1 LINI SRA& GLBNRASG 21 INT GdyliS 321 Nd- Y] dia 52N
an LRtk GNI SOK YyiaSzail eoOK T OAlLYy A adzyl AOK 1
2

TWIERDZENIE PITAGORASA W 3D 8

(@] Etap3z4 [=]

Wyznaczmy sume kwadratéw pol

trzech tréjkatow prostokatnych oraz

kwadrat pola najwiekszego tréjkata.
=9

=15

=75

PABCD
P

P

ACAD
AABC

suma kwadratow pél = 362.25

kwadrat pola najwiekszego = 362.25

P = 19.03

AABD

P I S TS

rys. 46
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WSoStA 2ROT &dGrye LRtF TOAlLYy (G4S32 O1 g2
16FRNI Gdz (2 21 ] d22BNJAAY & WSt aldYALY o6t RD
NE gyl 16FRNIG26A LRt (S22 Ol g NIS2 T OAl
91aLISNeYSyGe 1T DS2DSONN gailldzen ylI
a1 ST OAF YAST ALNE2 (1240 RNI20 20033/ LI2RaGlF 6AS A LINE
I OAlLYyASO®

w2l 6l oYeé At O galeadlAsS GNI & LINJeLlRlAOD
Przypadek 1 LO 14 pitagoras 06 a.ggb

DRe 2a0GNRa0dzLd T 6dzR2 ¢
t2fS {FdRS2 YyaSeasalia:
kwadrat]  ® RS32 + G&O0K L

%l G4SY adzyl 16F RNJ G5,
NB &+

/T 6 NIF TOAFYlF 284&id
1 NI 6 6/RI1 A

rys. 47
wée LRtS 284 5t 0O NEoyS
YéIRNI G (S32 32t D26 aFASHARTI O yIaln KALRGSTt
Przypadek 2.0 14 pitagoras 06 b.ggb

2 INJ eLJ Rldz 2a0GNR&aOdzLI dzYASail Ol 2yS32 ¢ LINRa
bokuaA ¢ & aRLUNPIOGASY (G NROKt &At (12YLI A{dz2So

L2t T OAlY 0620Fye0OK (2 tfAOioe

a ich kwadraty , ,

{dzYl 1 ¢l RN}Gs g G(Geok—+tlft G2 &I NLI2T 6
2l ylr Ol ye 2S5Sal Ol S L2tS GNI SOAS2 TOAFLye A 2Se
| OALF Yyl G 285 daamiednkids (84. 0jicovkadNs & Y

Va+ 2 | a2 . Var+ b

loe gelylLOleds 1 6FRNIG LRt G§S2 TOALFYye 1 6Nk O Y
2al T 16 RNI G ¢6e&a2121 OA 2S4aG Nygye
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2

a ‘

— + b

2

{GNR LR2tS (S2 Ol g NIS2 TOAlye YI Gt &FvYn sl
propondz2t (2 ALINI 6 RT A0 ®

/

rys. 48 rys. 49

Przypadek 3
¢dz LINPOfSY 2Sai GlhyopPRSY a12YLXA128 ye

¢NI SOALF TOAFYIl (S32 2aiGNR&A0dzLI Yl 6@ YAl NRBY

vaz+ b \/ b +c \/ a? + 2

Dla wygody w obliczeniach przyjmijmy oznaczenia:

k= +vVa?+ b2
l=+vVb+ec
m=\Va?+ c?
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rys. 50

Fhdg2 2oaftA Qléed RN& des &
ona.:
a’b? + b%c? + a’c?

4
t2tS Ol gl NIS2 TOAlLye gelylOieayvye LINJe dzmeéedidz
1GsNEBY TylYe ROdzZA21 OA 062135600
t2yASerEd T3I2RYAS 1T GLINRgI RT 2y ary 2Dl WKOGIZRY 103 Y
gAt O LRtS (S32 GNx21NGlF LINJeéa2yYdzeS 461 NI2106Y

S =Vplp—k)(p—1)(p—m)

gdzie

E+I1l+m
P="y

*)
{GNR 16FRNI G LRfF GS32 GN»21NRGlF Nxoy20201yS3
S*=p(p—k)(p—1)(p—m)

Po podstawieniuzpg I NIi21T OA 60 20NJ @Yl Yé 2adGl asS

5= (P () () (M)

Co po redukcji daje:

O«

YASY

S2=1—16(2kl—|—k2—|—l2—mQ)(2k1+m2—k2—12)
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1
S? = T (2k*m® + 21°m? + 2K%17 — k* — 1* — m*)
W nawiasie zmieniamzLIA & LR T 2adGlF gAl2nd Gt &alyn gl NG2T 6°

1
S? = — (2k’m?® + 20°m® + 2K + k* + 1* + m* — 2k* — 21" — 2m?)

16

{1TST6 LASNBATl eOK alOFIRYAlss (2 16FRNIG adzye
1

§t= (K24 m? +12)" = 2(k* + 1" + m)

Ale k=2+ P, P=P+& m=a+c

g At

0
1
5% = (E) {(2a2+2b2+2c2)2—2(a4+b4+c4+2a2b2+2a202+202b2)}
/| 2 L2 NBRdzl O2A RIF2S g&NIdSYyASYy

1
S? = (E) (4a”b* + 4b*c® + 4c*a?)

S? — (l> (a262 + b%e? + cQaQ)

/2 YyI{SdlI 02 dzR22RYAGD

Zajecia 14

Temat:RZUTOWANIEOL9Y¢j 2 05

¢SYIFLG GSy LR2FEgAD arat 2d ¢ YIFGSNRAFOFOK R2 3
L2 RAGI®26S GASE21 OAlyed FT2NBYYS A AOK 4Ol ay?2
1ASNHzy 1 dz G§62NI SYyAl AyyeOK gASt@NAA2TyGadlzy &§ (i N
1dsNBYA AadGyrasSesS {At{1l OAS{lIgeOK NBflFO2A A L
bl 2LASNY 2SRyl LERNRIYIFIgALIYE 2 LIRAGNI S3II yAdz
rodzaju rzutach.

SPOSOBY RZUTOWANI A OBI EKTOW 3D

/1T@& 23tNRIF2NO 2G0T YendsoybaaLINI RYR2i832ER0
/T&8 6ARTAYE GSy 20AS81i0x O é& Get12 2832 206NXI1
2R61 2NRosFYyASY 20AS8 1056 LINJ SaidNI SyyedkK yI LISé
R2LINR 4| RT I R2 pryetishadayhia Staektul pyz8sizZnnego na kartce papieru.
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bl dzOT I yAS &0GSNB2YSUGUNARA 6 NlI2 LIRLNISRIAG Re
LIN] @1 OFRs g ¢ Gey 6ASEtS 1T Y2RStFYASZ (GsNB yI
5205 NJ G&OK LIBF BRDRPRdBGNRDPOe2YyAs tS1028 aiSNB
bardzo ciekawymi problemami.

w2T gl dYe ylFr2LASNYG LIOFalA 20AS10 T1gASailz2ye 3
Y20Sye 3J2 23tNDRI6P bASOK ot RI S SiE2 Rt I I LINT28/c
LI dNJ eye yI yAasS3a2 ¢ 1ASNHzy{dz LINP&AG2LI ROBY R?2
21 ¢e3tNRI ¢ NI SOT esgAraitz2l OAd DRe 2SRyl 16
2001 @06 32 21122 LINR&ail21Nekz Ny gogy2ft S30206271 |
%l YAlL&ald 23tNDRIF6 Y2RSE 16FRNY Gdzz Y20SyYe 21
ge12ylyS32 1 RNMzidz A 23t NDRIFI8 2S32 OASZ yI LIO
GSy OASZK ! g LINJ@Ll R{1dz Y2RSfdz dNFe2 WIS 21N
0808 LINRPaG21NRGSYZ 16FRNXrGSYK WE] TYASYALF &At
L2 020SYy Al g1 3tt RSY NI dziyAK ¢F{1AS LRGFEYAF &L Y
YSG2RFYA 2R{INEBgOT @YADd ¢2 (et {1 AAYYI EPHEDRYIYe Y
przestrzeni.

1 02 1 20AST0OFYA Nkl 2g@YAINRGRYAK ¢S (Sdo 23f
AOK ¢ Ol 021 OA 3IRed YdzaAStAaAoelyvye LI AGN

tylko pewien ich fragment zwany rzutem. Hath O y I gA St 21 OA L y NI 2 |
2832 T O0ALYy 2F12 LRRaidlgt A 2R yAS2 NRILR2OIDN
1ASNHzy 1 dz A all2az2o6dz NI dziz2é6FyAl oO01ASNHzy1dz 6AF
LIOF al Ol el yes yI oydhd NI@ NMd dzih drd SNORE X0 pddiBRdi e NI dzi
perspektywiczny

2 NJ dzOAS LINpaidz2inidyey {(ASNHzyS] NIidzizglyAal 2
LINPEG21NGye 20AS1lddz LINI S&AGNJ SyyS3a2 O6NRBAD pHU
tylko2 SRy N baidiNRyth 20AS] Gdzd b LIP 2 NINdzidzOaA 1SS TdD) R
GARIFO 2dz2 gAt OSe2d 2 LINJ eL) Rldz al ST OAlYydz 6AR:
08T TyasSiaiidlrodsSz 2112 16FRNIXGT tS tieft]z
LINI ST N Ol eadeo

bl NRadzyldz po 6AR20Tye 2Said NI dzi dzl 2T yeé LINJ

rys. 52 rys. 53
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wil dzii LISNELIS|]GesArAOl ye LR2s2Rdz2S TYYAS2allyAS &
1is5NB8 an ol NRIAS2 2RRIf2yS®2wl ddiA aBWN&ELRZ (@ 8 3
yIail s 201 ez S 2Sai GNROKt yASged2Rye R2 g

pn YlIYe R2 Ol eyASyAl 1T NI dziSy LISNRLIS]GesAOl Yy
Rgdz A GNF2LISNRLISTGesAOl ySo

W technice i afA (G S1 GdzNJ S at2adzs aat Yyl 20T t1 OA
142y 2YSUONBOT yeYAd wsogyASo ¢ al12tS yI 5102
2 T 1t£8Sdy2Il OA 2R G832 LR 2F1AY 1nNGSY 23t
izometrycznykawaleryjski, dimetrycznylub wojskowy.
Podstawowym twierdzeniem stereometrii jest twierdzenie Pohlkego.
Karl Wilhelm Pohlke (181 1876)¢ LI2 OT NG 12962 1l aYdz2node &aAit Y
YIdzOT ' yASY NBadzy{dz ¢ tIFNEBOdz 12ad0F0 LINRBTFSaA
AlFRSYAA . dzR2gflyS2 6 .SNIAYASP® wS3I2 oFRIFEYAL
1853 r. do odkrycia fundamentalnego twierdzenia o rzutowaniu:

TWIERDZENIE:
YFORND 12y FATdzNI 02t LIOFain GNJI SOK 2ROAY {56 2
ROdzZA2IA0OAACK f SO NOeOK yI 2SRySe2 LINeraidSz2 Yz2dy

~

R2g2ftyS32 yINROI al ST OAl ydzd

LYYy@YA &a02¢e&3> Rl 3
(NB 2]t LINR & G2 LI RT /
2SRy2ait12ve0Kx 0SS A :
GNk21F 6S102N»x6 2 oa |
NL2f SLIAS2 gel2ylo 1
06AOT SYyAl L1fS3Franos
GNb 21 A 5S1TU2N> & |
LINR&d2L) Roe OK A N &
21 6ASGf2y@0K Nsgyz2ft S
IN} F2a12Ldz0 o0& AOK
L2 {1 NBgl De ganNBazsl ye
GNJ SYI R2g¢g2ftyeYA 2R
L2 O ©nyis]54z

rys. 54

Y2t S2ayeyYy {NR{1ASY Y20S o0éo6 23tNDRIFIYAS NJdzisé
R2T 6A1 ROT SZ yI Y2RStIIOK A AOK OASYyRIsOB® 05
RealLkRydz2nd 2S32 Y2RStESY {NIXgtRIA268Y o061 NRPOA?2
G2 o0& dOTyA26AS R2a0GNJ S3ftA Rgl GF1AS LRO2D!
YAS2SRYy21T yIF Ol y21 06 NI dzizél yAl dzOl FR&&&S3 SLION vy & ¢
00t RYyS 2ROT @ideéeéglyaAsS LINI ST yAOK o6 NRITAS2 a2y
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rys. 55 rys. 56

bl NBadzy1FIOK pp A pc YAY2Z 0SS 20 LINJI SRaill gA
G2 RglI NFOYS Nidzie 25821 ¥reSy2 RISV OAI VizxI 62
NE &dzyldz p@. Qy@HIWMIH 0 2 S ald. . 16300 S/NY 23/3 Ny NLAND . SRy A
OYASoASa1ll0 0620Tyn LINYgnN: 3IRe GevyolraSy ¢ (e
Gef | 2ABREzelgna), przed AN ./ / Q. Q 6Nbsd026F0 A 06201Tyn f:
¢t2 2Said oFNRT2 ¢6loyS alLlaidNI SoSyaSsSy

wl dzii 20AS1ildz iNs26@YALFNRBSSI2 yI LIOFal Ol &l yt

¢2 21 yFrOT T ®8S 23tNRF2NO Y2RSt { NIaARIYA 2 g&S &
LINI 2Rdz Y2RStdz I (045N} 1 @G@&0dzo

5NYz3IF o6 NRT 2 6Foyl dzgl 3F LINIJ & 23fNDRFEYyAdz LINI S

wldzi 20AS70Gdz GNs2g&YAIINRESI2 yI LIOFal Ol &l yt

az2doyl LBR1FTFd GNI & NsoyS oNROUE (NI gtitRT A26S
LJ2 LIzt F Ny S32 yIY ail ST OAlydz I GéeyOoilasSy an G2
pT YIFEd2YAlLad Fr{deolye AOK ¢gedftNR Y20yl LIRRI
YN (G012 YsgAnNO 2Sad Gdz | (Purklwidzeda FL02S 0déf | 2NB/ SLIdG
siedzenigcplk[ h mp NI dzié o OoNRBO®IIO O

WE1AOK OoNBOU an gAat O G2 NJ dziek

t ASNBai I 1T tS¢S2 G2 Tylyeé yIrY NIdzi &l ST OALl y
1GdsNBY O6tRITAS Y24l LBsiyASes | GNI S@m0Ud2RI NI d
al ST OA21NGyS3a2 F2NBYYyS3I20
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rys. 57

rys. 58

bl NRadzy{dz pp 6ARTAYE RHAS dzO1 SyyAarO0S 1idsNB d:
08 AOK NIdzie T €1 YLR LINRP2S{02N}r LRINBGI & &A
Trzebaspor®A SNLI A 6217 OA A LINBOeéT 2A ¢ | NB2glyAdz (I ]




rys. 59

RZUT PERSPEKTYWICZNY

¢NROKt gAt OS2 OTladz LRT gAt OAYe yI NI dzi LISNA
ylEali s 201 & LkRadaNI Saran TogAld ¢ G 1 Awjess OF T yA
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Przypisz kazdemu kolejnemu szescianowi odpowiadajaca mu siatke.

Czerwonym kolorem zanaczdpo te krawedzie szescianu, ktore sa rozciete by mogla z nich powstac siatka.
Czarnym kolorem zaznaczono te krawedzie, w ktdrych sciany szescianu zaginaja sie.
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Po rozwiagzaniu zadania przesun punkt z odpowiednig litera oznaczajaca
wybrana siatke do kratki obok liczby odpowiadajacej numerowi szescianu.
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Przypisz kazdemu osmioscianowi odpowiadajaca mu siatke.

Czerwone odcinki oznaczaja krawedzie osmioscianu, ktore rozcieto, aby mogla z niego powstaé siatka szescianu.
Carne odcinki oznaczajg krawedzie na ktérych sa zawiasy taczace sciany.
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TEST 3D

(&) s (3]

Test polega na samodzielnym konstruowaniu
11-tu obiektéw 3D przy znajomosci ich rzutow
Monge'a.

Poszukiwane obiekty powstaja z szescianu przez

Ukladajacy dysponuje tylko jednym narzedziem
“wielokat”, ktorym tworzy §ciany tego obszaru.
Moze oczywiscie malowac je wybranym kolorem.
Linia przerywana w rzucie oznacza krawedz
ktorg zastania jakas sciana. Krawedz ta znajduje
sig wewnatrz szescianu bazowego.

Dla lepszego zrozumienia konstrukcji obiektu,
przejdzmy do etapu 13, gdzie znajdziemy
przykladowe rozwiazanie. Ono ulatwi
rozwiazanie testu.

narzedzie "wielokat"

wycinanie z niego obszaréw zgednie z jego rzutami.
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