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6. Materiatly szkoleniowe dla ksztatcenia informatycznego
w szkole ponadpodstawowej

W szkole ponadpodstawowej, wszystkich uczniéw
obowiazuje przedmiot informatyka w zakresie pod-
stawowym (po jednej godzinie tygodniowo przez
trzy lata). Moga réowniez wybra¢ informatyke w zakre-
sie rozszerzonym. W obu przypadkach moga plano-
wac zdawanie egzaminu maturalnego z informatyki.
W rzeczywistosci, uczniéw, ktérzy nie wybrali rozsze-
rzonej informatyki informatyka w zakresie podsta-
wowym réwniez mniej interesuje, gdyz wybrali inny
przedmiot w zakresie rozszerzonym. Z tego powodu
informatyka w zakresie podstawowym powinna ofe-
rowac uczniom tematy, ktére moga sie wigzac z ich
nieinformatycznymi zainteresowaniami. Polecamy
ksiazke [2] (byta podrecznikiem dla LO), w ktérej za-
proponowano wiele interesujagcych tematéw z in-
nych obszaréw szkolnej edukacji. Jeden z nich przed-

stawiamy w punkcie 6.2. Wiele tematéw z innych
przedmiotéw jest zawartych réwniez w ksigzce [1] -
zostaty one wybrane z materiatéw dla gimnazjéw, ale
nadaja sie rowniez dla obecnej szkoty ponadpodsta-
wowej. Jeden z takich tematéw dotyczacy obliczen
finansowych przedstawiamy w punkcie 6.1, a inny
temat, zwigzany z przyblizonymi obliczeniami, oma-
wiamy w punkcie 6.9. Tematy 6.1 i 6.9 uczniowie rea-
lizacja, zapisujac obliczenia w arkuszu kalkulacyjnym,
a faktycznie go programujac, natomiast w realizacji
tematu 6.2 postugujg sie dokumentem tekstowym
umieszczonym w chmurze. Inne tematy jednostek
tematycznych w tym rozdziale powinny w pewnym
zakresie by¢ réwniez interesujgce dla uczniow, dla
ktorych informatyka nie jest pierwsza dziedzing za-
stosowan.

6.1 Obliczenia finansowe w arkuszu kalkulacyjnym

Temat jednostki:

Obliczenia finansowe w arkuszu kalkulacyjnym

Poziom ksztatcenia

Szkota ponadpodstawowa, informatyka — zakres podstawowy, przedsiebiorczos¢

Streszczenie

Informatyka dostarcza narzedzi do analizy danych i wyciggania wnioskéw na podstawie symulacji obliczen
wedtug odpowiednich formut. Tym najbardziej dogodnym i dostepnym w szkole jest arkusz kalkulacyjny, ktéry
jest wykorzystywany powszechnie rowniez w obliczeniach profesjonalnych i komercyjnych. Arkusz jest wiec
narzedziem o niemal nieograniczonych mozliwosciach obliczen, analizy danych, symulacji modeli, w tym fi-
nansowych, co jest prezentowane w tej jednostce tematycznej. Arkusz mozna programowac w specjalnym
jezyku, ale tutaj korzystamy jedynie z formut (wzoréw) naturalnie dostepnych. Jakiekolwiek jednak wykorzy-
stanie arkusza w obliczeniach mozna traktowac jako jego programowanie.

Arkusz kalkulacyjny regularnie pojawia sie na egzaminie maturalnym z informatyki jako narzedzie analizy
danych i wyciaggania wnioskéw na podstawie danych analizowanych formutami arkusza.

Przygotowanie uczniow

Uczen potrafi zapisa¢ w arkuszu kalkulacyjnym proste obliczenia, postugujac sie jego formutami.

Cele szczego6towe zajec - osiggniecia uczniow

Uczen:

« analizuje praktyczne problemy i na tej podstawie podejmuje decyzje,

+ wypetnia arkusz kalkulacyjny odpowiednimi danymi i formutami: tworzy tabele, stosuje adresy wzgled-
ne i bezwzgledne, wypetniania komorki seriami danych, dobiera wykresy do danych,

« dobiera formuty obliczeniowe i strukture arkusza odpowiednio do zaplanowanych obliczen,
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« wykonuje symulacje obliczen zapisanych w arkuszu i ewentualnie koryguje arkusz,
+ wycigga wnioski z wykonanych obliczer odnoszace sie do postawionych probleméw.

Tresci programowe - wypisy z podstawy programowej informatyki
Il. Programowanie i rozwigzywanie probleméw z wykorzystaniem komputera [...].
Zakres podstawowy. Uczen:
3. przygotowuje opracowania rozwigzan problemow, postugujac sie wybranymi aplikacjami:
c. gromadzi dane pochodzace z réznych zrédet w tabeli arkusza kalkulacyjnego, korzysta z r6znorod-
nych funkgji arkusza w zaleznosci od rodzaju danych, [...], analizuje dane, [...].

Pojecia i metody informatyczne
« obliczenia finansowe, w tym m.in. procent sktadany,
« algorytmy i obliczenia w arkuszu,
« symulacja obliczen w arkuszu,

Metody pracy w klasie

. Stowna i Ogladowa: kierowana przez nauczyciela dyskusja w klasie na temat dwoch podstawowych ope-
racji bankowych, oszczedzania i sptacania kredytu; uczniowie bazujg na wzorach, z ktérymi zapoznali sie na
matematyce lub przedsiebiorczosci.

« Czynna: uczniowie indywidualnie zapisujag w arkuszu kalkulacyjnym dane dotyczace wielkosci finanso-
wych oraz formuty obliczen.

« Aktywizujaca: ucznidw aktywizuja stawiane przez nauczyciela pytania dotyczace analizy ré6znych sytuacji
finansowych; sami z ciekawoscia planuja hipotetyczne oszczedzanie lub zadtuzanie sie w banku.

Formy pracy uczniéw

- zajeciaw grupie (cata klasa) i w podgrupach, poza komputerami, dyskusje nad postawionymi przez nauczy-
ciela problemami finansowymi,

+ pracaindywidualna - zapisanie w arkuszu kalkulacyjnym algorytmu obliczen finansowych, wykonanie eks-
perymentéw obliczeniowych.

Przygotowanie do zajec¢ —- materialy, urzadzenia, oprogramowanie

Poniewaz temat tych zaje¢ odnosi sie do probleméw praktycznych, nauczyciel powinien zgromadzi¢ rze-
czywiste dane, by zilustrowac problemy, ktérymi majg zajmowac sie uczniowie. Te konkretne dane powinny
uzasadni¢ waznos$¢ tematyki i umotywowac ucznidéw do zajec na podstawowe tematy analizy finansowej prze-
cietnego obywatela, jakimi s oszczedzanie i zapozyczanie sie w banku.

Poza rzeczywistymi materiatami bankowymi nauczyciel powinien dysponowa¢ wtasnymi rozwigzaniami, by
postuzyc sie nimi w prezentacji probleméw, bedacych przedmiotem zajec.

Uwagi metodyczne dla nauczyciela dotyczace realizacji przyjetych celéw i zapiséw
podstawy programowej
Odsytamy do szczegétowego omodwienia tematéw oszczedzania i sptat kredytu w rozdz. 2 w ksigzce [1].
Zamieszczamy tutaj tylko podstawowe informacje i sugestie.
Lokata kapitatu
Lokata pieniedzy na koncie bankowym przynosi wtascicielowi konta zysk, ktéry zalezy m.in. od nastepuja-
cych czynnikéw:
«  kwoty oszczednosci,
« oprocentowania, podawanego przez banki na ogét w skali rocznej,
« dlugosci okresu kapitalizacji odsetek, czyli okresu, po uptywie ktérego kwota odsetek jest dopisywana
przez bank do lokaty,
« dtugosci okresu przechowywania pieniedzy w banku,
« decyzji o podejmowaniu badz niepodejmowaniu odsetek z banku.
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W najprostszym przypadku, gdy:
« wiasciciel konta nie podejmuje nagromadzonych odsetek,
+ oprocentowanie wynosip,
- kapitalizacja odbywa sie w skali rocznej,
« wysokos¢ lokaty na koncie po n latach, przy kwocie k na poczatku, jest obliczana ze wzoru na procent
sktadany:
k(1 + p/100)"
Ten wzdr jest rachunkowo skomplikowany, gtéwnie z powodu wystepujacego w nim potegowania liczb
utamkowych, arkusz wydaje sie by¢ idealnym narzedziem do zaplanowania oszczedzania.
Popularne sg dwie strategie oszczedzania:
- odsetki pozostaja na koncie w banku i s3 oprocentowane tak jak poczatkowa lokata,
« odsetki sg pobierane z banku kazdego roku, lub innymi stowy, oprocentowana jest jedynie poczatkowa
lokata - jest to procent prosty.
Ponizej sg pokazane fragmenty arkusza przygotowanego do symulacji strategii oszczedzania: odstoniete
formuty i wykonane obliczenia.

g Lokata w dwoch wariantach - formuty

A B C D E F
1
2 Lokata 200
3 Oprocentowanie 10
4
5 Okres oszcze- |Odsetki pozostawione Odsetki pobierane
dzania (w latach)|na koncie kazdego roku
6 Stan konta Odsetki Stan konta Odsetki
7 1 =$C$2*(1+$C$3/100) [=C7-3C$2 |=$C%2 =$C$27$C$3/100
8 2 =C7*(1+$C$3/100) =C8-$C$2  |=§C§2 =F7+5C$275C$3100
gV Lokata w dwéch wariantach
A B C D E F
1
2 Lokata 200,00 z¢
3 Oprocentowanie 10
4
5 Okres oszczg- | Odsetki pozostawione na | Odsetki pobierane kazdego
dzania (w latach) koncie roku
6 Stan konta Odsetki Stan konta Odsetki
7 1 220,00 z 20,00 zt 200,00 z 20,00 zt
8 2 24200 zt 42,00 zt 200,00 z 40,00 z
9 3 266,20 zt 66,20 zt 200,00 z 60,00 zt
10 4 29282 z 9282 zt 200,00 z 80,00 zt
1 5 322,10 z# 122,10 zt 200,00 z 100,00 zt
12

Spftata rat kredytu bankowego

Kredyt to pozyczka z banku, ktérg pozyczkobiorca musi zwrdci¢ bankowi i dodatkowo jeszcze zaptacic¢ za te
ustuge. W zamian za pozyczke bank pobiera oprocentowanie, ktére na ogot jest o kilka punktéw procentowych
wyzsze od najwyzszego oprocentowania lokat przechowywanych w banku.

Bank oprocentowuje kredyt zaleznie od wysokosci kwoty i deklarowanego okresu sptaty. Ponadto przedsta-
wia kredytobiorcy do wyboru rozne plany sptat kredytu, okreslajace wysoko$¢ miesiecznych rat. W wiekszosci
planéw sptat ustala sie roczne oprocentowanie kredytu, ktére na ogét jest state przez caty okres sptacania. R6z-
ne plany sptat r6znig sie sposobem sptacania odsetek. Oto przyktadowe sposoby doliczania odsetek do sptat:

+ Odsetki sg ptacone z gory, czyli w chwili otrzymania kredytu. Wtedy otrzymujemy na reke kwote po-
zyczki pomniejszong o odsetki, a cata kwote kredytu sptacamy w réwnych miesiecznych ratach. Jest to
najmniej korzystny uktad dla pozyczkobiorcy.

« Do kazdej miesiecznej raty sptacanego kredytu bank dolicza odsetki od sptacanej w danym miesigcu
raty za caty okres zadtuzenia tej raty. A zatem w kolejnych miesigcach sptacane raty sg coraz wieksze,
gdyz sptacana w danym miesigcu kwota dtuzej pozostaje zadtuzeniem.

- Do kazdej miesiecznej raty sptacanego kredytu bank dolicza odsetki nalezne mu za jeden miesigc bie-
zacej kwoty zadtuzenia. A zatem w kolejnych miesigcach sptacane raty sa coraz mniejsze, gdyz kwota
zadtuzenia maleje w kazdym miesiacu.
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Ponizej ilustrujemy przyktadowy plan sptaty kredytu:

> Plan sptat kredytu
A B Cc D E F
1 PLAN SPLAT KREDYTU
2 |Kwota kredytu 20 000,00 zt
3 |Oprocentowanie: roczne: 18 miesieczne: 1,5
4 |Liczba miesigcy sptaty 12
5 |[Sptacana kwota miesigcznie 1 666,67 zt
7 Odsetki od sptacanej raty| Odsetki od aktualnej
kredytu kwoty zadtuzenia
Kolejne Miesigczna Miesigczna
8 miesigce Sp+akcana kwota Sp+acan_e kwota sptaty Sp{acan_e kwota sptaty
redytu odsetki odsetki
sptaty kredytu kredytu
9
10 1 1666 67 zt 2500 zt | 1691567 zt 300,00 zt | 196667 zt
11 2 1666 b7 zt 5000 zt | 171667 zt 27500 zt | 194167 2zt
12 3 166667 zt 7500 zt | 174167 zt 25000 zt | 191667 zt
13 4 166667 zt 100,00 zt | 1766567 zt 22500 zt | 189167 zt
14 5 1666 67 zt 12600 zt | 179167 2zt 200,00 zt | 186667 zt
15 6 1666 67 zt 15000 zt | 181667 zt 17500 zt | 184167 zt
16 7 166667 zt 17500 zt | 1841567 zt 150,00 zt | 181667 zt
17 8 1666 67 zt 200,00 zt | 1866567 zt 12600 zt | 179167 zt
18 9 1666 67 zt 22500 zt | 1891567 zt 100,00 zt | 176667 zt
19 10 1666 67 zt 250,00 zt | 1916567 zt 7500 zt | 174167 zt
20 1" 1666 67 zt 275,00 zt | 1941567 zt 5000 zt | 171667 zt
21 12 1666 67 zt 300,00 z | 196667 zt 2500 2zt | 169167 2zt
22 Razem: 20 000,00 z¢ | 1950,00 zt {21 950,00 z¢ | 1 950,00 2t 21 950,00 zt

Przebieg zaje¢

1. Dyskusja w catej klasie. Nauczyciel przedstawia dwa zagadnienia zwigzane z bankowymi operacjami finan-
sowymi, ktérym bedg poswiecone zajecia.

Prezentacja nauczyciela i dyskusja w klasie ma doprowadzi¢ do sformutowania doktadnych zasad oszcze-
dzania w banku oraz zasad udzielania przez bank kredytéw. Zasady te powinny mie¢ postac liczbowa, by
mozna byto uwzgledni¢ je w obliczeniach.

2. Indywidualna praca uczniéw. Po ustaleniu zasad oszczedzania w banku i udzielania przez bank kredytow,
kazdy uczen tworzy najpierw arkusz dla oszczedzania, a pézniej do pobrania pozyczki z banku.

Po utworzeniu odpowiednich arkuszy uczniowie wykonuja ich symulacje dla réznych wielkosci kwot i opro-
centowania. Finalnie staraja sie utworzy¢ arkusz najbardziej odpowiadajacy ich hipotetycznym potrzebom.

3. Nauczyciel. Sugeruje odszukanie w mediach rzeczywistych ofert bankéw i uwzglednienia ich w arkuszach uczniéw.

4. Indywidualna praca uczniéw. Ponownie uczniowie pracujg tym razem z ofertami bankéw i okreslajg najko-
rzystniejsza z nich.

Inne zadania

Mozna zaproponowac uczniom jeszcze inne zadania. Utwérz arkusz, w ktérym bedziesz sledzit swoje oszczed-
nosci w okresie uczeszczania do klasy/szkoty przez okreslong liczbe lat, by uzbiera¢ na nowy sprzet elektro-
niczny lub nowy sprzet sportowy. Przyjmij wysoko$¢ miesiecznej wptaty ze swojego kieszonkowego, ustal
realne oprocentowanie i utwdrz wykres ilustrujacy, jak bedzie zmieniac sie wysokos¢ lokaty na koncie.

5. Indywidualna praca uczniéw i ich ocena. W przypadku zadan programistycznych (takze w arkuszu), nauczy-
ciel motywuje ucznidw, wyzej oceniajac ich wktad, jesli program (arkusz) zostat utworzony samodzielnie
(przez ucznia lub w parze z innym uczniem), nie korzystajac z gotowych rozwiazan, ktérych obecnie jest
bardzo wiele dostepnych w sieci.

6. Dyskusja podsumowujqca. Dyskusja moze dotyczy¢ zaréwno przydatnosci arkusza do prowadzenia obli-
czen, jak i strony finansowej omawianych zagadnien. Wykonane symulacje powinny umozliwi¢ uczniom
okreslenia najkorzystniejszych warunkdéw finansowych. W dyskusji uczniowie moga sie pochwali¢ najko-
rzystniejszymi dla siebie rozwigzaniami.

Modyfikacja, poszerzenie zakresu, kontynuacja zajec
Zajecia na tych lub kolejnych lekcjach mozna poszerzy¢ o inne zasady oszczedzania lub udzielania kredytéw. Ucznio-
wie moga uzyskac doktadne i rzeczywiste dane, kontaktujac sie z przedstawicielem banku lub ekspertem bankowym.
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6.2 Rozbudowany dokument tekstowy
Temat jednostki:
Rozbudowany dokument tekstowy

Poziom ksztalcenia
Szkota ponadpodstawowa, informatyka — zakres podstawowy, jezyk polski

Streszczenie
Jest to bardzo nietypowa jednostka zaje¢ informatycznych, jej gtdwnym celem informatycznym jest
przygotowanie przez grupe uczniow rozbudowanego dokumentu tekstowego, ktéry bedzie zapisem realizacji
projektu polegajacego na przeprowadzeniu dyskusji na zadany temat. Tym projektem chcemy zwréci¢ uwage
ucznidw, jak réwniez nauczycieli, ze nawet w przypadku projektéw na tematy dalekie od informatyki, tutaj
— literackie, realizowane ze wsparciem technologii, niezmiernie przydatnie jest myslenie komputacyjne. Jest
to jednoczesnie potwierdzeniem naczelnej tezy konstrukcjonizmu, wyrazonej w 1970 roku przez Seymoura
Paperta, inicjatora tego kierunku rozwoju ksztatcenia:
children learn by doing and by thinking about what they do
dzieci ucza sie przez dziatanie i myslac o tym, co robig
Opisane tutaj zajecia byly jednym z projektéw w podreczniku [2], p. 4.1.

Przygotowanie uczniéw
Oczekiwana jest umiejetnos¢ korzystania przez ucznidw z edytora tekstu na podstawowym poziomie oraz
sprawnego wyszukiwania w sieci.

Cele szczego6towe zajec - osiqgniecia uczniow
Uczen:
« wyszukuje informacje na ustalony temat w sieci, w bibliotekach tradycyjnych i dostepnych w sieci,
w materiatach drukowanych,
- kolekcjonuje, porzadkuje i indeksuje informacje oraz zasoby informacji na ustalony temat,
« postuguje sie zaawansowanymi mozliwosciami edytora tekstu przy tworzeniu rozbudowanego doku-
mentu i w pracy nad testem,
+ pracuje wraz z zespotem nad rozbudowanym tekstem dostepnym w chmurze.

Tresci programowe - wypisy z podstawy programowej informatyki
Il. Programowanie i rozwigzywanie probleméw z wykorzystaniem komputera [...].
Zakres podstawowy. Uczen:
3. przygotowuje opracowania rozwigzan problemoéw, postugujac sie wybranymi aplikacjami:
b. opracowuje dokumenty o réznorodnej tematyce, [...], i 0 rozbudowanej strukturze, postugujac sie
przy tym konspektem dokumentu, dzieli tekst na sekcje i kolumny, tworzy spisy tresci, rysunkéw
i tabel, stosuje wtasne style i szablony, pracuje nad dokumentem w trybie recenzji, [...].

Pojecia i metody informatyczne
« dokument tekstowy o rozbudowanej strukturze: konspekt dokumentu, tekst w sekcjach i kolumnach,
spisy tresci, rysunkow i tabel, wiasne style i szablony, tryb recenz;ji,
« praca nad tekstem,
« praca zespotowa nad dokumentem w chmurze,
« abstrakcja, dekompozycja, uogdlnienie,
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Metody pracy w klasie

« Stowna i Ogladowa: Nauczyciel przedstawia liste tematow, nad ktérymi mogg dyskutowac grupy ucz-
nidw. Kazdy z tematéw umozliwia zajecie jednego z dwdch stanowisk. Uczniowie jednocze$nie wybie-
raja tematy i dobierajg sie w grupy. W grupie ucznidw, ktérzy wybrali dany temat, musza znalez¢ sie
uczniowie o przeciwstawnych pogladach.

« Czynna: Uczniowie dyskutuja i pracujg w grupach nad dokumentem na wybrany przez siebie temat;
wspdlnie tworza rozbudowany dokument bedacy relacja z dyskus;ji.

+ Aktywizujaca: Aktywizacja uczniéw jest powodowana przez wytaczanie coraz to nowych argumentéw
w dyskusji przez cztonkéw grupy o innych pogladach.

Formy pracy uczniow
« zajecia w grupach poza komputerami — dyskusje i zbieranie materiatéw do dyskusji i do relacji z dyskusji,
« pracaindywidualna - spisywanie relacji z dyskusji przez pojedynczych uczniéw we wspdélnym rozbudo-
wanym dokumencie;

Przygotowanie do zajec¢ — materialy, urzadzenia, oprogramowanie

Nauczyciel przygotowuje liste tematéw do dyskusji w grupach uczniéw. Tematy powinny mie¢ zwigzek z in-
formatyka, technologia, spoteczeristwem informacyjnym i umozliwia¢ zajecie dwdch przeciwstawnych stano-
wisk przez cztonkéw grupy. Przyktadowe tematy:

1. (Umberto Eco) Grozi nam, ze caty dzisiejszy przemyst informatyczny, mnozac informacje, nie bedzie
dostarczat juz zadnej.

2. (Jean Claude Carriere, Umberto Eco) Nie mysl, ze ksigzki znikna.

3. (Jean Claude Carriere, Umberto Eco) Internet sprawit, ze powrdcilismy do epoki alfabetu. Jesli przypad-
kiem uznalismy, ze oto nastata cywilizacja obrazu, za sprawag komputera ponownie odkrywamy epoke
Gutenberga, no i w rezultacie wszyscy jesteSmy zmuszeni do czytania.

4. Prawdziwa wiedza zaczyna sie tam, gdzie Google nie siega.

5. (Noam Chomsky) Internet jest niezwykig rzecza, jesli wiesz, czego szukasz. (Wolfgang Goethe) Znajduje
to, co znam.

Nauczyciel zapewnia réwniez, ze uczniowie maja dostep do srodowiska, w ktérym moga tworzy¢ dokumen-
ty w chmurze.

Uwagi metodyczne dla nauczyciela dotyczace realizacji przyjetych celéow i zapisow
podstawy programowej

Przebieg tych zajec jest szczegdtowo opisany w p. 4.1 podrecznika [2].

Kazda grupa ma przygotowac rozbudowany dokument, zawierajacy m.in. tezy kazdej ze stron wraz z uza-
sadnieniami. W dokumencie nalezy umiesci¢ odnosniki do zrédet (tekstow) wiazacych sie z tematem dyskusji,
z ktérych korzystano.

Zwykle zadanie jest realizowane sprawniej, jesli podzieli sie je na mniej ztozone etapy. Ponadto gdy zadanie
jest realizowane w zespole, to kazdy etap moze realizowac inny cztonek zespotu. Poszczegdlne etapy realizacji
tego zadania, ktérego gtéwnym produktem informatycznym ma by¢ rozbudowany dokument, sg przedstawio-
ne dalej w Przebiegu zajec.

Tutaj zwrdcimy uwage, jak sposoby rozumowania zaliczane do myslenia komputacyjnego uczestnicza w re-
alizacji tego zadania. Szerzej jest o tym mowa w ksigzce [6].
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Polemika z wypowiedzia Umberta Eco:
jesli ktos mysli, ze ksiqgzka zniknie, to sie myli

Zadanie, projekt

teksty drukowane i elektroniczne zwigzane z tematem
Sytuacja problemowa
znajdz argumenty za i przeciw; przeprowadz dyskusje, spisz ja
Dane selekcja/wybér fragmentow ze zrodet — abstrakcja
Zasada w danych dotycza ksiazki, w tym pi6ra U. Eco
Reprezentacja danych szablon tekstu dyskusji z przeciwnymi argumentami (tabela, format)
Dekompozycja argumenty ,za”i,przeciw”
Algorytm metoda postepowania: zorganizowana dyskusja, uporzadkowany zapis,
rozbudowany dokument
Modyfikacje danych wazny dla konkluzji gtos innych oséb — uzasadnienie, wiaczenie
Komputer, program, projekt automat)(za_qa przeblegu projektu, ocena v_viastla i nauczyciela,
udostepnienie w systemie prowadzenia projektow

Przebieg zaje¢

1. Dyskusja w cafej klasie. Nauczyciel przedstawia zadanie, jakie stoi przed klasg. Uczniowie dyskutuja o szcze-
gotach realizacji.

Nauczyciel przedstawia tematy do wyboru. Nauczyciel moze zaakceptowad tematy zasugerowane przez
ucznidw, ktére moga ich bardziej interesowac.

2. Praca uczniéw w zespotach nad wybranymi tematami. Gkéwnym informatycznym efektem pracy zespotu ma
by¢ rozbudowany dokument, bedacy zapisem dyskusji i zgromadzonych argumentéw.

Proponowane etapy pracy zespoldw z wykorzystaniem edytora tekstu:

e przygotowanie konspektu dokumentu,

e wypeinienie dokumentu trescig zgodnie =z utworzonym konspektem. Mozna
przy tym utworzyé¢ witasne style nagtdédwkdw oraz tekstu i posituzyé¢ sie nimi,

e zapisanie dokumentu w postaci szablonu 1 udostepnienie tego szablonu
wszystkim czlonkom zespotu,

e przygotowanie spisu tresci i umieszczenie go w dokumencie,

¢ udostepnienie dokumentu,

e prezentacja projektu.

3. Aktywnosc nauczyciela. Nauczyciel sledzi przebieg realizacji zadan przez zespoty, doradza odnosnie do eta-
péw podejmowanych dziatar zgodnie z podana listg i elementami myslenia komputacyjnego.
Utworzenie dokumentu o rozbudowanej strukturze moze wymagac postuzenia sie: konspektem, rozbicia
tekstu na sekcje i kolumny, wstawienia spisu tresci, rysunkéw i tabel, uzycia wiasnych styli i szablonéw,
postuzenia sie trybem recenzji przy korekcie ostatecznej postaci dokumentu. Nauczyciel stuzy radg i wspar-
ciem przy korzystaniu z tych funkcjonalnosci edytora tekstu.

4. Indywidualna praca ucznidw i ich ocena. W przypadku zadan z aplikacjami komputerowymi nauczyciel moty-
wuje ucznidw, wyzej oceniajac ich wkiad, jesli jest ich samodzielnym dzietem (przez ucznia lub w grupie z in-
nymi uczniami), nie korzystajac z gotowych rozwigzan, ktérych obecnie jest bardzo wiele dostepnych w sieci.

5. Dyskusja podsumowujqca zajecia. Moze przyjac¢ forme relacji z przebiegu realizacji zadan przez poszczegol-
ne zespoty i prezentacji utworzonych dokumentéw o rozbudowanej strukturze.

Modyfikacja, poszerzenie zakresu, kontynuacja zajec
Propozycja tej jednostki jest bardzo pojemna, umozliwia tatwe modyfikacje tematyczne, zaréwno poszerze-
nie zakresu, jak i kontynuowanie o kolejne elementy pracy projektowej w grupie.
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6.3 Obliczenia przyblizone
Temat jednostki:
Obliczenia przyblizone

Poziom ksztalcenia
Szkota ponadpodstawowa, informatyka — zakres rozszerzony, matematyka

Streszczenie

Moze sie wydawac, ze komputery sg w stanie rozwigzac kazdy problem, jaki zostanie im przedstawiony w je-
zyku, ktéry jest dla nich zrozumiaty, np. w postaci programu. Niezupetnie, s3 bowiem przynajmniej dwa wyjatki
od tego stwierdzenia, o ktérych powinni wiedzie¢ uczacy sie informatyki. Po pierwsze, jest wiele probleméw,
dla rozwigzania ktérych moc dzisiejszych komputeréw, nawet superkomputerdw, jest niewystarczajaca dzisiaj
i w dajacej sie przewidzie¢ przysztosci. Przyktadem takiego problemu jest problem optymalnego upakowa-
nia plecaka, o ktérym wspominamy w jednostce tematycznej poswieconej programowaniu dynamicznemu.
W przypadku takiego problemu stosowane sg algorytmy, ktére dajg rozwigzania przyblizone w tym sensie,
Ze nie sg one najlepsze, ale niezbyt daleko odbiegaja od najlepszego. Inna grupe problemdéw stanowia te, dla
ktorych, np. na podstawie pewnych faktow matematycznych, nie jest mozliwe otrzymanie rozwigzania dokfad-
nego, wtedy musimy zadowoli¢ sie w miare dobrym przyblizeniem.

Ta jednostka tematyczna jest poswiecona problemowi z tej drugiej grupy — obliczaniu wartosci pierwiastka
kwadratowego, ktérej jak wiadomo z matematyki, nie zawsze mozna doktadnie obliczy¢, np. wartosci pier-
wiastka kwadratowego z liczby 2.

W wielu podrecznikach do matematyki znajduje sie gotowy wzér na kolejne przyblizenia pierwiastka. Tutaj
wyprowadzimy i uzasadnimy ten wzér w prostym rozumowaniu, a nastepnie zaproponujemy eksperymenty
obliczeniowe, by oceni, jak dobre przyblizenia moze generowac.

Przygotowanie uczniéw
Uczen potrafi zapisa¢ w arkuszu kalkulacyjnym proste obliczenia, postugujac sie jego formutami.

Cele szczego6towe zajec - osiggniecia uczniow

Uczen:

« modeluje geometrycznie rozwigzanie problemu,

« wypetnia arkusz kalkulacyjny odpowiednimi danymi i formutami: tworzy tabele, stosuje adresy wzgledne
i bezwzgledne, wypetnia komérki seriami danych,

« dobiera formuly obliczeniowe i strukture arkusza odpowiednio do zaplanowanych obliczen,

« wykonuje symulacje obliczen zapisanych w arkuszu i ewentualnie koryguje arkusz,

« wycigga wnioski z wykonanych obliczer odnoszace sie do postawionych probleméw,

« uogdlnia problem i jego rozwigzanie.

Tresci programowe - wypisy z podstawy programowej informatyki
Il. Programowanie i rozwigzywanie probleméw z wykorzystaniem komputera [...].
Zakres podstawowy. Uczen:
3. przygotowuje opracowania rozwigzan problemow, postugujac sie wybranymi aplikacjami:
¢. gromadzi dane pochodzace z réznych zrédet w tabeli arkusza kalkulacyjnego, korzysta z ré6znorod-
nych funkgji arkusza w zaleznosci od rodzaju danych, [...], analizuje dane, [...].
|+ 1l. Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1. zapisuje za pomoca listy krokéw, schematu blokowego lub pseudokodu i implementuje w wybranym
jezyku programowania, [...] algorytmy:
g. obliczania przyblizonej wartosci pierwiastka kwadratowego,
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Pojecia i metody informatyczne
+ obliczenia matematyczne,
+ algorytmy i obliczenia w arkuszu,
« symulacja obliczer w arkuszu.

Metody pracy w klasie

- Stowna i Ogladowa: kierowana przez nauczyciela dyskusja w klasie na temat obliczania wartosci pier-
wiastka kwadratowego; sugestia geometryczna, jak postapi¢, gdy doktadna wartos¢ pierwiastka kwa-
dratowego nie jest znana.

+ Czynna: uczniowie indywidualnie zapisuja w arkuszu kalkulacyjnym wzor, ktéry pojawit sie w dyskusji
i odpowiednio rozbudowujg arkusz.

« Aktywizujaca: ucznidow aktywizuje ciekawos¢, jak zachowuje sie zapisany w arkuszu algorytm; réow-
niez sugestia nauczyciela, jak uogdélnic¢ otrzymany wzér dla obliczania wartosci pierwiastka dowolnego
stopnia.

Formy pracy uczniow
« zajecia w grupie (cata klasa) - dyskusja nad postawionym przez nauczyciela problemem matematycz-
nym i geometrycznym sposobem jego modelowania,
« praca indywidualna - zapisanie w arkuszu kalkulacyjnym algorytmu i wykonanie eksperymentéw obli-
czeniowych.

Przygotowanie do zajec¢ —- materialy, urzadzenia, oprogramowanie
Nie sg potrzebne jakies specjalne materiaty do przeprowadzenia tych zajec.

Uwagi metodyczne dla nauczyciela dotyczace realizacji przyjetych celow i zapisow
podstawy programowej

Odsytamy do szczegdtowego omodwienia sposobu obliczania wartosci pierwiastka kwadratowego w p. 7.7
w ksiagzce [4]. Zamieszczamy tutaj tylko podstawowe informacje i sugestie.

Wyprowadzenie wzoru na kolejne przyblizenia wartosci pierwiastka kwadratowego jest przyktadem mode-
lowania geometrycznego. Na rysunku ponizej zilustrowano zasadnicze rozumowanie:

a) b)

=l

Oczywiste jest (rys. a)), ze pierwiastek kwadratowy z a jest dtugoscia boku kwadratu o polu a. Nie znamy tej
dtugosci, ale chcemy ja obliczy¢. Sprébujmy zgadnad. Niech ta dtugos¢ boku wynosi x, wtedy aby nie zmienita
sie wielko$¢ pola, drugi bok musi mie¢ dtugos¢ a/x. Na ogét nie udaje sie dobrze trafi¢ z wartoscia x, co zilu-
strowano na rys. b). Jedno jest pewne, jesli wartosc x jest za mata, to wartos¢ a/x jest za duza, a jesli wartos¢ x
jest za duza, to wartos¢ a/x jest za mata. A zatem szukana warto$¢ pierwiastka kwadratowego z a lezy gdzies$
pomiedzy tymi wartosciami. Poniewaz nie wiemy, gdzie lezy, wiec bierzemy $rednia z tych dwdch wartosci,
czyli kolejne przyblizenie wartosci pierwiastka kwadratowego z a ma postac:

(x+a/x)/2
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Na rysunku ponizej zilustrowano trzy kolejne kroki dla a = 2.

17
12

o=

Wida¢, ze na kolejnych rysunkach prostokat o polu 2 staje sie coraz bardziej ,kwadratowy’, mozna wiec
przypuszczac, ze dtugosc jego boku staje sie coraz blizsza wartosci pierwiastka kwadratowego z 2. W ramach
tej jednostki lekcyjnej uczniowie maja sie przekona¢, ze rzeczywiscie tak jest, wykonujac obliczenia w arkuszu,
ktérego fragment moze miec postac jak ponizej:

s+ Pierwiastek kwadratowy

A B C D
Obliczanie wartoéci pierwiastka

kwadratowego z liczby a = :
Wartosc dokladna pierwiastka z a = [:l
Przyblizenie poczatkowe x = |:I

Krok Wartosé
algorytru przyblizenia

(- =N (5 P (FUR N0 P

10 Poczatkowy

-
=
OO |~ || &[N —

N
=]
-

Wyzwaniem dla uczniéw moze by¢ poprowadzenie podobnego rozumowania, aby obliczy¢ wartos¢ pier-
wiastka trzeciego stopnia z 2, czy z jakiejkolwiek innej liczby. Podpowiedz: w modelu geometrycznym nalezy
postuzyc sie szescianem zamiast kwadratem.

Przebieg zaje¢

6. Dyskusja w caftej klasie. Nauczyciel zaczyna dyskusje z uczniami na temat, jak oblicza¢ warto$¢ pierwiastka
kwadratowego z jakiejkolwiek liczby. Pojawia sie odpowiedzi dotyczace petnych kwadratéw, jak 4, 64 czy
400. Wartos¢ pierwiastka kwadratowego z liczby 2 moze by¢ znana niektérym uczniom, zapewne tylko
kilka poczatkowych cyfr (np. 1.4142), a chcielibysmy znac ich wiece;j.
Aby otrzymac odpowiedni wzér na przyblizanie szukanej wartosci, nauczyciel stara sie skierowac myslenie
uczniéw na interpretacje geometryczng, naszkicowang powyzej. W tej sposéb zostaje otrzymany wzér, kto-
rym uczniowie postuza sie, by zaprojektowac odpowiednie obliczenia w arkuszu.

7. Indywidualna praca uczniéw. Po ustaleniu wzoru na kolejne przyblizenia kazdy uczen tworzy arkusz, w kt6-
rym beda obliczane kolejne przyblizenia dla réznych liczb podpierwiastkowych oraz dla réznych poczatko-
wych przyblizen. Struktura takiego arkusza jest pokazana powyzej.

10
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Po utworzeniu odpowiednich arkuszy uczniowie wykonuja obliczenia dla réznych danych. Ciekawe moga
by¢ eksperymenty z r6znymi wartosciami poczatkowymi. Uczniowie moga sie przekona¢, ze nawet bez-
sensowne przyblizenia poczatkowe, np. 100 dla pierwiastka z 2, po nieduzej liczbie iteracji prowadzi do
dobrego przyblizenia.

Sprawdzono, ze dobrym przyblizeniem poczatkowym jest liczba (1 + a)/2. Nauczyciel sugeruje uczniom, by
poréwnali doktadno$¢ wynikow obliczen dla tej liczby i na przyktad dla przyblizenia poczatkowego réwnego a.

8. Indywidualna praca uczniéw. Mozna zaproponowac uczniom napisanie programy w Pythonie, ktéry realizo-
watby obliczenia wykonywane tutaj w arkuszu.

W p. 7.7 w ksiazce [4] podane s3 inne kryteria zakoriczenia obliczen przyblizonych wartosci — to odpowied-
nie zadania dla modyfikacji programu w Pythonie.

9. Indywidualna praca uczniéw i ich ocena. W przypadku zadan programistycznych nauczyciel motywuje ucz-
nidw, wyzej oceniajac ich wktad, jesli program zostat utworzony samodzielnie (przez ucznia lub w parze z in-
nym uczniem), nie korzystajac z gotowych rozwigzan, ktérych obecnie jest bardzo wiele dostepnych w sieci.

10. Dyskusja podsumowujqca. Dyskusja moze dotyczy¢ przydatnosci metod, ktére znajdujg rozwigzania przy-
blizone. Uczniowie moga dostarczy¢ argumentéw ze swoich obliczen, ze takie metody daja catkiem niezte
przyblizenia.

Nauczyciel moze podsumowac dyskusje informujac, ze w komputerze tylko obliczenia w catosci wykony-
wane na liczbach catkowitych daja doktadne wyniki, wszystkie inne obliczenia sg przyblizone. Wynika to
z faktu, ze poza liczbami catkowitymi (typu integer) wszystkie inne liczby i wyniki operacji na nich sa repre-
zentowane w komputerze w sposéb przyblizony.

Dyskusja z uczniami moze dotyczy¢ rowniez uogdlnienia rozwazan w tej jednostce zaje¢ na obliczanie
wartosci pierwiastka trzeciego stopnia — nalezy réowniez zacza¢ od modelu geometrycznego, ale w tym
przypadku nalezy postuzy¢ sie sze$cianem, a nie kwadratem.

Modyfikacja, poszerzenie zakresu, kontynuacja zaje¢

Jest wiele kierunkéw poszerzenia zakresu tej jednostki tematycznej, jedna taka mozliwos¢ zostata wymie-
niona na koncu dyskusji z uczniami. Innym kierunkiem rozwazan moga by¢ zagadnienia doktadnosci reprezen-
tacji liczb w komputerze i doktadnosci prowadzonych na nich obliczen.

6.4 Schemat Hornera obliczania wartosci wielomianu

Temat jednostki:
Schemat Hornera obliczania wartosci wielomianu

Poziom ksztalcenia
Szkota ponadpodstawowa, informatyka — zakres rozszerzony, matematyka

Streszczenie

Wielomiany nalezg do najwazniejszych funkcji w informatyce i w obliczeniach komputerowych. Wystarczy
przypomnie¢, ze wartos¢ kazdej standardowej funkcji w komputerze jest przyblizana przez wartos¢ odpowied-
niego wielomianu lub ilorazu wielomianéw. Wynika to z prostego faktu, ze w komputerze sa wykonywanie
tylko podstawowe dziatania arytmetyczne i do takich dziatarn musza by¢ sprowadzone wszystkie obliczenia,
a wartos$¢ wielomianu mozna obliczy¢ za pomoca ciggu mnozen i dodawan.

Schemat Hornera to bardzo prosty sposéb obliczania wartosci wielomianu. Jesli wielomian jest stopnia n,
to jego wartos¢ mozna obliczy¢, wykonujac n dodawan i n mnozen. Jak udowodnit A. Borodin, jest to algo-
rytm optymalny w tym sensie, ze szybciej nie da sie tego zrobi¢. Mamy wiec kapitalna sytuacje w obliczeniach
komputerowych, postugujac sie wielomianami — wszystkie te dziatania s3 wykonywane mozliwie najszybcie;j.

11
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Schemat Hornera ma bardzo wiele zastosowan poza obliczaniem wartosci wielomianu, zwtaszcza w inter-
pretacji pozycyjnego systemu reprezentowania liczb, w szczegélnosci w systemie binarnym. Jest o tym mowa
w jednostce tematycznej 5.9 poswieconej reprezentacji binarnej liczb oraz w jednostce poswieconej szybkie-
mu potegowaniu 6.7.

Przygotowanie uczniow
Programuja w jezyku Python.

Cele szczego6towe zajec - osigqgniecia uczniow

Uczen:
- przeksztatca wielomian do postaci Hornera,
« oblicza wartos¢ wielomianu, postugujac sie schematem Hornera,
« zapisuje schemat Hornera w postaci algorytmu,
« programuje schemat Hornera w Pythonie,
« uruchamia swoj program w Pythonie i testuje na réznych danych,
+ oblicza, ile dziatan jest wykonywanych w schemacie Hornera.

Tresci programowe - wypisy z podstawy programowej informatyki
|+ 1l. Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
2. zapisuje za pomoca listy krokéw, schematu blokowego lub pseudokodu, i implementuje w wybranym
jezyku programowania, algorytmy poznane na wczesniejszych etapach oraz algorytmy:
h. obliczania wartos$ci wielomianu za pomocga schematu Hornera,

Pojecia i metody informatyczne
- wielomian,
« obliczanie wartosci wielomianu,
« obliczenia matematyczne,
« schemat Hornera.

Metody pracy w klasie

Stowna i Ogladowa: Nauczyciel przypomina wielomiany nizszego stopnia, nastepnie poszerza postac na

wielomian dowolnego stopnia. Zacheca uczniéw do dyskusji, w jaki sposéb obliczaliby wartos¢ wielomia-

nu, np. stopnia 2 i 3. Sugeruje w pewnym momencie przeksztatcenie wielomianu do postaci, z ktérej ucz-

niowie wyprowadzajg petna posta¢ Hornera.
Przed tymi rozwazaniami nauczyciel moze poprosi¢ o przypomnienie, w jaki sposéb oblicza sie dzie-
sietna wartos¢ liczby danej w postaci binarnej (jest temu poswiecona jednostka tematyczna 5.9).

« Czynna: Uczniowie indywidualnie obliczajg wartosci przyktadowych wielomianéw, pisza algorytm,
ktéry nastepnie programujg, uruchamiaja i testuja.

« Aktywizujaca: Nauczyciel zacheca uczniéw do policzenia, ile mnozen i dodawan jest wykonywanych
w schemacie Hornera.

Formy pracy uczniow
« praca indywidualna - najpierw na papierze uczniowie obliczaja wartosci wielomianéw stopnia 2 i 3,
nastepnie tworzg zwarty zapis schematu Hornera i na korcu programuja go w Pythonie.

Przygotowanie do zajec¢ — materialy, urzadzenia, oprogramowanie
Jako przygotowanie do zaje¢ nauczyciel moze utworzy¢ plansze z obliczaniem dziesietnej wartosci liczby
binarnej za pomoca schematu Hornera — uczniowie nie musza wiedzie¢ na poczatku, co to za metoda.
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Uwagi metodyczne dla nauczyciela dotyczace realizacji przyjetych celow i zapisow
podstawy programowej

Wielomiany wystepuja w wielu szkolnych zadaniach z matematyki, np. jako funkcja liniowa y = ax + b, czyli
wielomian pierwszego stopnia, lub funkcja kwadratowa y = ax? + bx + ¢, czyli wielomian drugiego stopnia.
Stopien wielomianu to najwyzsza potega, w jakiej wystepuje x. Pojawiajg sie takze na zajeciach z fizyki i che-
mii. Czesto obliczane sg ich wartosci dla konkretnych argumentéw. Poniewaz sg to bardzo proste funkcje, bez
zastanowienia wykonujemy zapisane w nich dziatania, ale czy rzeczywiscie wykonujemy mozliwie najmniej
dziatan? Rozwazmy wielomian drugiego stopnia:

w(x) = ax?+ bx +c.

Aby obliczy¢ jego wartos¢, zwykle podnosimy najpierw x do kwadratu (czyli mnozymy x przez siebie), a na-
stepnie wykonujemy mnozenia przez wspétczynniki a i b oraz dwa razy dodajemy. W sumie wykonujemy w ten
sposéb trzy razy mnozenie i dwa razy dodawanie.

Na zajeciach z matematyki uczniowie poznaja operacje wylaczania przed nawias wspélnego czynnika.
W wielomianie drugiego stopnia na pierwszy rzut oka nie wida¢, by mozna byto wykonac takie przeksztatce-
nie. Zauwazamy jednak, ze mozna zgrupowac dwa pierwsze wyrazy i wytaczyc¢ z nich x, jako wspdlny czynnik,
stad otrzymujemy:

w(x) = (ax+ b) x + c.

A zatem warto$¢ wielomianu stopnia 2 mozna obliczy¢, wykonujac 2 mnozenia i 2 dodawania, czyli o jedno
mnozenie mniej niz poprzednio. Zysk niewielki, ale staje sie bardziej istotny, jesli warto$¢ tego wielomianu
liczymy bardzo wiele razy, tysigce, miliony.

Stosujac te sama metode grupowania wyrazéw i wytgczania czynnikéw, dla wielomianu stopnia 3 otrzymu-
jemy najpierw:

viX)=ax*+bx*+cx+d=(ax*+bx+c)x+d.
a nastepnie wyfaczamy:
vix)=ax®+bx*+cx+d=((ax+b) x+ ) x+d.

W ten sposéb zamiast pieciu mnozen i trzech dodawan wystarczy wykonac trzy mnozenia i trzy dodawania.
Zauwazmy, ze w obu przypadkach wykonujemy tyle samo mnozen i dodawan, ile wynosi stopiert wielomianu.

W praktyce obliczeniowej wystepuja wielomiany wyzszych niz 3 stopni, wielomiany wyzszych stopni o szcze-
g6lnych wspotczynnikach pojawiajg sie takze w innych zadaniach szkolnych, np. zwigzanych z pozycyjnym sy-
stemem reprezentacji liczb (patrz 5.9). Postarajmy sie wiec uogoélni¢ powyzsze przeksztatcenie wielomianu na
wielomian dowolnego stopnia n. Przyjmijmy, ze taki wielomian ma postac:

wx)=a,"+a ""+a,"*+.+a ,’+a . +a
Zanim przeksztatcimy ten wielomian, mozna poprosic¢ ucznidéw, by wyznaczyli, ile mnozen i dodawan trzeba
wykona¢, by obliczy¢ jego warto$¢, przeprowadzajac te dziatania od prawej do lewej.
Podobnie jak w przypadku wielomiandw stopnia 2 o 3, rozpoczynamy od wylaczenia x ze wszystkich wyra-
z6w, w ktérych wystepuje, czyli z wyjatkiem ostatniego - otrzymujemy:

— -1 -2 -3
w ) =(a,""+a "*+a,"*+.+a , +a

n

+a
n
W nastepnym kroku wytgczamy x ze wszystkich wyrazéw w nawiasie z wyjatkiem tego najbardziej na prawo
i otrzymujemy:

n-1)x

+a
n
Kontynuujac to postepowanie dla wielomianéw w zagtebiajacych sie nawiasach, uzyskujemy nastepujaca
postac wielomianu:

n

— -2 -3 -4
w (x) = ((aOX” +a ) +a," *+.+a Ix+a

n-1)x

w)=((...((a,, +a)x+a)x+.+a Jx+a

n

+a
n

n-1)x

Rozstawienie nawiaséw w tym wzorze wyznacza nastepujaca kolejnos¢ wykonywania dziatan, ktére prowa-
dzimy od najgtebszej pary nawiaséw:

przyjmij wspotczynnik przy najwyzszej potedze za poczatkowa wartos¢ wielomianu;

powtarzaj az do wyczerpania listy wspotczynnikow: biezacg wartos¢ wielomianu pomnoéz przez x i dodaj
kolejny wspétczynnik wielomianu.
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Przypuscmy, ze chcemy obliczy¢ w (2), czyli warto$¢ tego wielomianu dla wartosci argumentu x = z -
oznaczmy te wartos¢ przez y. Wtedy obliczenia przebiegajace zgodnie z podanym wzorem mozna zapisac
w postaci nastepujgcego algorytmu:

y=a,
y:yz+aidlai: 1,2,.,n
w(2)=y

n

Posta¢ wielomianu z rozstawionymi nawiasami i wynikajacy z niej powyzszy sposdb obliczania wartosci
wielomianu nazywa sie schematem Hornera. Wida¢, ze w tym algorytmie obliczenia wartosci wielomianu
stopnia n, jest wykonywanych n mnozen i n dodawan.

Zapis schematu Hornera w jezyku Python jest réwnie prosty:

def Horner (n,lista, x):
y=listal0]
for i in range(l,n,1):
y=y*x+listali]
return (y)

Wszystkie wspoétczynniki wielomianu powinny by¢ wczesniej zapisane w liscie 1ista, nawet jesli niektore
z nich sg réwne zeru. To jest koszt, jaki czasem musimy ponosi¢ w automatycznych obliczeniach. Jesli mieliby-
S$my uwzgledni¢ specjalne wartosci wspétczynnikéw, nalezatoby to zrobi¢ w algorytmie - wtedy zburzyliby-
Smy prostote i zniszczyli elegancje schematu Hornera.

Jako wyzwanie dla uczniéw mozna im dac¢ nastepujace zadanie. Masz do dyspozycji jedynie kalkulator. Ob-
licz dziesietng wartos¢ liczby 6semkowej 73051, postugujac sie schematem Hornera, przy tym postaraj sie nie
uzywac komérki pamieci kalkulatora.

To zadanie ilustruje, jak szybko mozna oblicza¢ wartos¢ dziesietng liczb binarnych, a ogdlnie - jak szybko
oblicza sie wartos¢ wielomianu za pomoca prostego kalkulatora.

Przebieg zajec

1. Dyskusja w catej klasie. Na poczatku nauczyciel prosi ucznidéw o przypomnienie postaci wielomianéw pierw-
szego i drugiego stopnia. Prosi, by przez analogie ktos napisat posta¢ wielomiany trzeciego stopnia.

2. Indywidualna praca uczniéw. Nauczyciel prosi uczniéw, by zaproponowali sposoby obliczania wartosci wie-
lomiandéw 1, 2i 3 stopnia, w ktdrych jest wykonywana mozliwie najmniejsza liczba dodawan i mnozen. Czy
znajdzie sie uczen, ktéry wykona tyle samo dodawan i tyle samo mnozen, ile wynosi stopien wielomianu?

3. Ponownie wspdlinie. Jesli znalazt sie taki uczen, to czy potrafi rozszerzy¢ swojg metode na wielomian stopnia 4?
Ostatecznie, nauczyciel z pomoca uczniéw wypisuje na tablicy schemat Hornera dla wielomianéw stopni
2, 3i 4. Czy z tych rozwazan wynika, jaka bedzie ogdélna postac¢ schematu Hornera dla obliczania wartosci
wielomianu dowolnego stopnia?

Efektem wspdlnych rozwazan jest posta¢ schematu Hornera dla wielomianu dowolnego stopnia.

4. Indywidualna praca uczniéw. Kazdy z ucznidw zapisuje schemat Hornera w jezyku Python, uruchamia program i testu-
je go na kilku wybranych wielomianach. Wsréd danych testowych powinny sie znalez¢ wielomiany, w ktérych niekté-
re wspotczynniki sa rowne 0. Schemat Hornera powinien dziata¢ poprawnie réwniez dla takich wielomianéw.

5. Indywidualna praca uczniéw i ich ocena. W przypadku zadan programistycznych nauczyciel motywuje ucz-
nidw, wyzej oceniajac ich wktad, jesli program zostat utworzony samodzielnie (przez ucznia lub w parze z in-
nym uczniem), nie korzystajac z gotowych rozwigzan, ktérych obecnie jest bardzo wiele dostepnych w sieci.

6. Dyskusja podsumowujgca. Ma na celu m.in. obliczenie, ile dziatan elementarnych jest wykonywanych przez
schemat Hornera - powinno by¢ n mnozen i n dodawan dla wielomianu stopnia n.

7. Indywidualna praca uczniéw. Kazdy z uczniéw na koniec zaje¢ sprawdza, czy jego program wykonuje réw-
niez doktadnie n mnozen i n dodawan dla wielomianu stopnia n.

Modyfikacja, poszerzenie zakresu, kontynuacja zajec

Schemat Hornera jest stosowany w wielu innych algorytmach, ktére pojawiaja sie na informatyce szkolnej,
np. w obliczeniach dziesietnej wartosci liczby binarnej lub liczby danej w innym systemie pozycyjnym (patrz
jednostka tematyczna 5.9), a takze w algorytmach szybkiego potegowania (patrz jednostka tematyczna 6.7).
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6.5 Strategia dziel i zwyciezaj w porzadkowaniu
Temat jednostki:
Strategia dziel i zwyciezaj w porzadkowaniu

Poziom ksztalcenia
Szkota ponadpodstawowa, informatyka — zakres rozszerzony

Streszczenie

Porzadkowanie informacji, w szczegdlnosci liczb, zwane tez sortowaniem, jest jedng z najwazniejszych
i najczesciej wykonywanych operacji w komputerze. Algorytmy porzadkowania nalezg do klasyki informatyki
i ksztatcenia informatycznego na kazdym poziomie edukacji. W tym zbiorze propozycji materiatéw szkolenio-
wych w jednostce p. 5.7 uczniowie poznajg metode porzadkowania przez wybér, ktéra jest naturalnym, spiral-
nym rozszerzeniem metody wyszukiwania liniowego.

Algorytmy porzadkowania sg przyktadami zastosowania réznych technik algorytmicznych — przeglad tych
algorytméw i zastosowanych technik jest tematem jednostki 6.6. Jedng z najczesciej stosowanych technik jest
metoda dziel i zwyciezaj, ktéra polega na dekompozycji problemu i uzyciu rekurencji. W tej jednostce zaj-
mujemy sie porzadkowaniem przez scalanie, ktére odbywa sie w mys$l zasady: aby uporzadkowac ciag liczb,
podziel ten cigg na dwa w miare réwnoliczne podciagi, uporzadkuj je ta sama metoda i uporzagdkowane pod-
ciagi scal w jeden ciag uporzadkowany. Jest to jeden z najbardziej efektywnych algorytméw porzadkowania.

Jednostka ta jest jednoczesnie ilustracja zastosowania dekompozycji i rekurencji jako sposoboéw rozumowa-
nia sktadajacych sie na myslenie komputacyjne.

Przygotowanie uczniow
Znajomos¢ przynajmniej jednej metody porzadkowania — porzadkowanie przez wybér, patrz jednostka 5.7. Umie-
jetno$¢ programowania, w tym uzycia rekurendji, patrz jednostka 5.6, gdzie uzyto rekurencji w algorytmie rysowania.

Cele szczegotowe zajec - osiggniecia uczniow

Uczen:

« stosuje dekompozycje problemu na mniejsze,

« scala dwa ciaggi uporzadkowane w jeden ciag uporzadkowany,

« stosuje rekurencje w porzadkowaniu,

« porzadkuje ciag, stosujac metode przez scalanie,

- programuje funkcje i stosuje ja programach rekurencyjnych,

« uruchamia swoje programy w Pythonie i ewentualnie poprawia je, gdy dziataja niezgodnie ze specyfikacja,
testuje ich dziatanie na r6znych danych.

Tresci programowe - wypisy z podstawy programowej informatyki
| + 1. Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1. zapisuje za pomoca listy krokéw, schematu blokowego lub pseudokodu i implementuje w wybranym
jezyku programowania, algorytmy poznane na wczesniejszych etapach oraz algorytmy:
e. sortowania ciggu liczb przez scalanie.

Pojecia i metody informatyczne
« podejscie algorytmiczne dziel i zwyciezaj,
« scalanie ciagéw uporzadkowanych w ciag uporzadkowany,
« porzadkowanie ciggu przez scalanie,
« rekurencja,
« funkcja rekurencyjna,
« komputerowa realizacja porzadkowania przez scalanie.
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Metody pracy w klasie
+ Slowna i Ogladowa: dyskusja w klasie, moderowana przez nauczyciela, ma doprowadzi¢ do ogdlnego
sformutowania algorytmu scalania, a p6zniej sortowania przez scalanie.
« Czynna: uczniowie najpierw dyskutuja nad rozwigzaniem postawionego problemu, pdzniej tworza al-
gorytm i testujg go odrecznie na przyktadach, na koricu pisza odpowiedni program w Pythonie.
«  Aktywizujaca: uczniowie moga pracowac (programowac) w parach, dzielg zadania do wykonania mie-
dzy sobag, aktywizuja sie nawzajem.

Formy pracy uczniow
« zajecia w grupie (cata klasa) i w podgrupach, poza komputerami, dyskusje nad postawionymi przez
nauczyciela pytaniami,
« praca indywidualna: odreczne wykonywanie algorytmu na przyktadach,
« praca indywidualna nad stworzeniem algorytmu, a nastepnie zaprogramowaniem go,
- ewentualnie, programowanie w parach.

Przygotowanie do zajec¢ — materialy, urzadzenia, oprogramowanie

Do przyblizenia uczniom algorytmow scalania i porzadkowania przez scalanie przydatna moze by¢ talia kart
do gry (z naturalnym porzadkiem kart kolorami i figurami) lub zestaw kart z liczbami. Przytoczony w nastep-
nym punkcie opis algorytméw uczniowie moga w pierwszej kolejnosci zastosowac wtasnie do zestawodw kart,
by lepiej poznac te algorytmy. Przed przystgpieniem do ich programowania.

Szczegbtowy opis porzadkowania przez scalanie jest zawarty w punkcie 10.2 w ksigzce M.M. Systo Algorytmy
[4], jak rowniez w [5].

Uwagi metodyczne dla nauczyciela dotyczace realizacji przyjetych celow i zapisow
podstawy programowej

Jednostka ta jest poswiecona przyblizeniu uczniom algorytmu porzadkowania przez scalanie. W ogélnym
zarysie, w tym sposobie porzadkowania, najpierw ciag, ktéry ma by¢ uporzadkowany, jest dzielony (krok de-
kompozycji, podziatu) na dwa w miare réwnoliczne podciagi, nastepnie te dwa podciagi sa porzadkowane
(rekurencyjnie) ... tg sama metoda, i juz uporzadkowane sa scalane w jeden ciag uporzagdkowany. Ponizej ta
metoda jest zilustrowana na przyktadowym ciaggu:

(2,1,2,9.5,0)

podzic
(2,12) (9,5,0,) <

NN

(2,1) (2) 19.5) (0] <

10,1,2,2,5,9)

Z tego ogdlnego opisu wynika, ze do utworzenia algorytmu porzadkowania przez scalanie nalezy wiedzie¢:
a) jak dzieli¢ porzadkowany ciag na dwa podciagi,
b) jak scala¢ dwa uporzadkowane ciagi w jeden ciag uporzadkowany,
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c) jak wywotywac zagtebiajace sie etapy tego procesu podziatu i scalania,
d) kiedy koricza sie wywotania rekurencyjne.

Odpowiedzi na te wszystkie punkty, z wyjatkiem b), sg dos¢ oczywiste: a) - cigg jest dzielony na prawie po-
towy, c) — ten sam program jest wywotywany dla podciagdéw, d) — wywotania dla podciagu koncza sie, gdy nie
mozna go podzieli¢ na dwa podciagi, czyli gdy sktada sie z jednego elementu. Te odpowiedzi s3 zilustrowane
na poprzednim rysunku.

Pozostaje do wyjasnienia, jak scali¢ dwa uporzadkowane podciagi w jeden ciagg uporzadkowany. Mozna
to wykona¢, przegladajac oba podciagi od najmniejszych elementéw i przenoszac do tworzonego ciggu ten
z widocznych elementéw - patrz ilustracja ponizej:

Soalomy cigg Scalane cigg

- 1357 w012
1 35 A I =

12 & 9 1 1517 20 1,'" anie
— 12691151720

Realizacja przedstawionych algorytméw w jezyku Python jest zamieszczona w punkcie 10.2 w ksigzce [4].

Przebieg zaje¢

1. Dyskusja w caftej klasie. Na poczatku nauczyciel prosi uczniéw o przypomnienie, na czym polega porzad-
kowanie informacji lub liczb. Mozna sie odwotac réwniez do porzadku leksykograficznego, takiego jak
w stownikach.

W prezentacji algorytméw na tych zajeciach bardzo pomocna moze by¢ talia kart (do gry lub opatrzonych
liczbami), kazdy uczen powinien miec szanse postuzyc sie nig, szukajac wyjasnienia, jak dziatajg omawiane
tutaj algorytmy.

Nauczyciel najpierw opisuje algorytm scalania dwdch ciggdéw uporzadkowanych i wykonuje go na dwdch ster-
tach uporzadkowanych kart. Dobrze jest pokaza¢, ze przebieg algorytmu nie zalezy od liczby kart w stertach.

2. Indywidualna praca uczniéw. Wykonuja algorytm scalania dwéch uporzadkowanych ciaggéw liczb, na ster-
tach kart, ale takze w zeszycie — patrz schemat w poprzedniej sekcji.

3. Ponownie wspdlnie. Nauczyciel stawia pytanie: ile poréwnan nalezy wykonac, aby scali¢ dwa uporzadkowa-
ne ciggi odpowiednio o ki / elementach? Uczniowie licza, postugujac sie swoimi przyktadami.
PodpowiedZ. W najgorszym przypadku jest to k + /- 1, i ta liczba nie zalezy od ki /, ale od tego, jakie sg po-
rzagdkowane liczby.

4. Ponownie wspdlnie. Teraz nauczyciel wyjasnia, w jaki sposob zastosowac metode dziel i zwyciezaj, aby upo-
rzagdkowac dowolny ciag. Postuguje sie w tym celu schematem wywotan rekurencyjnych, zamieszczonym
w poprzedniej sekcji.

5. Indywidualna praca uczniéw. Teraz uczniowie tworzg podobny schemat porzadkowania przez scalanie dla
swojego ciggu.

6. Indywidualna praca uczniéw. Ostatecznie uczniowie sg przygotowani, aby zapisa¢ w Pythonie petny algorytm
porzadkowania przez scalanie. Testujg swoj program na swoich i innych danych i ewentualnie debaguja go.

7. Indywidualna praca uczniéw i ich ocena. W przypadku zadan programistycznych nauczyciel motywuje ucz-
nidw, wyzej oceniajac ich wkitad, jesli program zostat utworzony samodzielnie (przez ucznia lub w parze zin-
nym uczniem), nie korzystajac z gotowych rozwiagzan, ktérych obecnie jest bardzo wiele dostepnych w sieci.

8. Dyskusja podsumowujqgca. Jednym z watkéw dyskusji powinna by¢ rekurencja, jej dziatanie i korzysci z zapi-
su rekurencyjnego (bardzo zwarte) - patrz rozdz. 5 w ksigzce [3], zatytutowany ,Rekurencja — jak korzystac
z tego, co juz znamy lub jak,zrzuci¢ robote” na komputer”. Patrz réwniez jednostka 6.9 w tych materiatach
oraz caty rozdziat w ksigzce [5].

Modyfikacja, poszerzenie zakresu, kontynuacja zajec

Kontynuacja zajec poszerzajacych zakres porzadkowania przez scalanie moze polegac na policzeniu, ile po-
réwnan jest wykonywanych w catym tym algorytmie, patrz p. 10.2 w [4]. Ponadto te metode porzadkowania
mozna poréwnac z innymi algorytmami porzadkowania (patrz jednostka 6.6 w tych materiatach), a kontynua-
Cja rozwazan o rekurencji jest jednostka 6.9.
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6.6 Algorytmy wyszukiwania i porzadkowania
Temat jednostki:
Algorytmy wyszukiwania i porzadkowania

Poziom ksztalcenia
Szkota ponadpodstawowa, informatyka — zakres podstawowy i rozszerzony

Streszczenie

Zajecia maja na celu podsumowanie tematyki wyszukiwania i porzadkowania informacji, w szczegélnosci
liczb. Gtéwna uwag powinna by¢ skupiona na réznorodnosci sytuacji problemowych, w ktérych niezbedne
jest postuzenie sie odpowiednim algorytmem wyszukiwania lub porzadkowania, jego komputerowa imple-
mentacja. Jak ilustruja tresci programowe wypisane z podstawy programowej dla szkét ponadpodstawowych,
tematy wyszukiwania i porzadkowania zajmuja znaczna cze$¢ zajec ksztatcenia informatycznego w szkotach
podstawowych (jednostki 5.7, 5.8) i ponadpodstawowych (jednostka 6.2, 6.5).

Zajecia powinny by¢ poprowadzone zaréwno z uczniami, ktérzy wybrali rozszerzenie informatyczne, jak
i z pozostatymi, ktérych jest zapewne znacznie wiecej w kazdej szkole. Zakres tych zaje¢ powinien wiec by¢
dostosowany do poziomu zagadnien, przewidzianego w podstawie programowe;j.

Nauczyciel powinien wczedniej poinformowac uczniéw o zakresie tych zaje¢, by mogli sie do nich dobrze
przygotowac.

Przygotowanie uczniéw

Uczniowie powinni by¢ przygotowani w zakresie zagadnien wyszukiwania i porzadkowania, ktére sa przed-
miotem ksztatcenia informatycznego w szkotach podstawowych i ponadpodstawowych. W szczegdlnosci
wczesniej poznali:

« wyszukiwanie elementéw z ciggu nieuporzadkowanym i uporzagdkowanym,

« znajdowanie elementéw o ustalonych wiasnosciach, np. najmniejszych i najwiekszych,

« wyszukiwanie zrédet informacji na zadany temat,

« porzadkowanie ciagéw liczb.

Cele szczego6towe zajec - osiqgniecia uczniow
Uczen porzadkuje, pogtebia i poszerza, utrwala swoje osiagniecia (kursywa oznaczono zagadnienia, ktére
nie sg przedmiotem rozwazan w tych materiatach, ale wystepuja w podstawie programowej informatyki):
« znajduje najmniejszy lub najwiekszy element w zbiorze/ciggu,
+ wyszukuje elementy w zbiorze nieuporzadkowanym,
« stosuje metode potowienia do wyszukiwania elementéw zbiorze uporzagdkowanym,
« porzadkuje ciag, stosujac metode przez wybodr,
« porzadkuje ciagg metoda babelkowa,
« porzadkuje ciag metoda przez wstawianie,
« porzadkuje zbidr przez zliczanie,
- scala dwa ciagi uporzadkowane w jeden cigg uporzadkowany,
« porzadkuje ciag metodg przez scalanie,
« porzadkuje ciag metoda szybka,
« stosuje rekurencje w porzadkowaniu,
« wyjasnia idee metody dziel i zwyciezaj w projektowaniu algorytmoéw wyszukiwania i porzadkowania

Tresci programowe - wypisy z podstawy programowej informatyki
| + 1. Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
3. zapisuje za pomoca listy krokéw, schematu blokowego lub pseudokodu i implementuje w wybranym
jezyku programowania algorytmy poznane na wczesniejszych etapach oraz algorytmy:
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a. [...],
b. znajdowania okreslonego elementu w zbiorze: lidera, idola, elementu w zbiorze uporzagdkowanym
metoda binarnego wyszukiwania,
c [...],
d. jednoczesnego wyszukiwania elementu najmniejszego i najwiekszego,
e. sortowania ciagu liczb przez scalanie,
f. [...]
g. [...],
h. [...],
i [..]
o L.
k. [...];
4. wykorzystuje znane sobie algorytmy przy rozwigzywaniu i programowaniu rozwigzan nastepujacych
probleméw:
a. [...],
b. [...],
c [...]
d [...],
e. [...],
f. [..I;

7

5. objasnia, a takze poréwnuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz struktury danych, wy-
korzystujac przy tym przyktady probleméw i algorytméw, w szczegdlnosci:

a. wyszukiwanie elementow liniowe i przez potowienie (do znajdowania elementéw w zbiorze, sorto-
wania przez wstawianie, przyblizonego rozwigzywania réwnan, sprawdzania przynaleznosci punk-
tu do wielokata wypuktego),

b. [...],

¢. metode dziel i zwyciezaj (jednoczesne znajdowanie minimum i maksimum, sortowanie przez scala-

nie i szybkie),

podejscie zachtanne ([...], szukania najkrdtszej drogi),

programowanie dynamiczne ([...], szukania najdtuzszego wspoélnego podciaggu),

[...I

metode haszowania (wyszukiwanie wzorca w tekscie),

[...1,

struktury dynamiczne: stos, kolejka, lista (do realizacji algorytmu: ONP, symulacji problemu Flawiu-
sza, sortowania leksykograficznego),

o L.

~Fe oo

Pojecia i metody informatyczne

« porzadek: liczb, stow, tekstéw,

- wyszukiwanie: liniowe, przez potowienie, interpolacyjne,

« porzadkowanie: kubetkowe, babelkowe, przez zliczanie, przez wybdr, przez wstawianie, przez scalanie,
szybkie,

. scalanie,

« strategia dziel i zwyciezaj,

« rekurencja.

Metody pracy w klasie
« Slowna i Ogladowa: dyskusja w klasie moderowana przez nauczyciela na temat metod i algorytmoéw
wyszukiwania i porzadkowania.
- Czynna: zajecia maja gtdwnie forme czynna, nauczyciel ewentualnie koryguje wypowiedzi lub oceny
ucznioéw; zajecia w zadnym zakresie nie powinny mie¢ formy wykfadu.
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« Aktywizujaca: nauczyciel stara sie aktywizowac uczniéw pytaniami, ktére majg na celu spojrzenie na
omawiang tematyke ,z lotu ptaka’, z géry, ponad szczegétami zwigzanymi z konkretnymi zagadnienia-
mi, metodami i algorytmami.

Formy pracy uczniow
« zajecia gtéwnie w grupie (cata klasa) i w podgrupach, poza komputerami, dyskusje nad postawionymi
przez nauczyciela pytaniami i zadaniami do wykonania.
« praca w niewielkim stopniu indywidualna, raczej nie zwigzana z programowaniem, ewentualnie sko-
rzystanie z wcze$niej wykonanych programow,

Przygotowanie do zajec¢ — materialy, urzadzenia, oprogramowanie

Nauczyciel powinien przygotowac wykaz tych zagadnien programowych z podstawy programowej, ktére
odnosza sie do zagadnien wyszukiwania i porzadkowania.

Wedtug wiasnego pomystu powinien przygotowac tabele, ktére na zajeciach postuzytyby uczniom do
utworzenia informacji zbiorczych, np. dotyczacych uzytych technik algorytmicznych i efektywnosci algoryt-
mow, a takze ztozonosci obliczeniowej (w sensie liczby wykonywanych operacji).

Uwagi metodyczne dla nauczyciela dotyczace realizacji przyjetych celéw i zapiséw
podstawy programowej

Wazne, by takie zajecia byly osobno przeprowadzone dla uczniéw, ktérzy obrali informatyke w zakresie
podstawowym, jak i dla tych, ktérzy wybrali rozszerzenie informatyczne. Dla tej pierwszej grupy moga miec
wieksze znaczenie niz dla tej drugiej.

Spojrzenie i ukierunkowanie dyskusji przez nauczyciela powinno by¢ ,ponad” konkretnymi problemami,
metodami i algorytmami. Uczniowie powinni nie tylko postugiwac sie konkretnym algorytmem, ale takze
umiec go scharakteryzowac, umiesci¢ wsrdd innych metod rozwigzywania pokrewnych zagadnien podobny-
mi metodami, oceni¢ go na tle innych metod. Dostrzec takze mozliwosci modyfikacji.

Przebieg zaje¢

Przebieg zaje¢ scharakteryzowano juz wczesniej. Gtéwnie s3 to zajecia dyskusyjne, poza komputerem, do-
brze przygotowane przez nauczyciela, w ktérych biorg udziat uczniowie réwniez dobrze przygotowani, wczes-
niej poinformowani przez nauczyciela o zakresie zajec.

Zajecia te moga réwniez stuzy¢ wyjasnieniu kwestii, ktore pojawia sie u ucznidw w trakcie przygotowywania sie.

Dla uporzadkowania dyskusji nauczyciel powinien rozda¢ uczniom wczesniej przygotowane tabele, w kto-
rych umiesci zagadnienie do dyskusji i pozostawi miejsce na wpisy uczniéw.

Jedna z takich tabel powinna by¢ poswiecona wszystkim algorytmom porzadkowania. Poszczegdline ko-
lumny powinny zawiera¢: nazwe algorytmu (umieszcza nauczyciel), uzyta technike algorytmiczna, ztozonos¢
obliczeniowa. W tej ostatniej kolumnie nalezy wyrézni¢ podkolumny odpowiadajace ré6znym porzadkowanym
ciaggom: losowym, uporzadkowanym i odwrotnie uporzagdkowanym.

Jako zadanie ekstra uczniowie moga utworzy¢ jeden master program, w ktéorym umieszczg wszystkie swoje
programy do porzadkowania ciaggu liczb, by przetestowac ich praktyczna efektywnos¢ na tych samych danych.
Ten master program powinien testowac czas dziatania algorytmoéw na trzech rodzajach ciggéw: losowych,
uporzadkowanych i odwrotnie uporzadkowanych. Jako rezultat powinna by¢ drukowana tabela z wszystkimi
czasami obliczen.

Modyfikacja, poszerzenie zakresu, kontynuacja zajec

Tego typu zajecia powinny zostac¢ zorganizowane przez nauczyciela na wiele ré6znych tematoéw, ktére wyma-
gaja od ucznia uporzadkowania, pogtebienia i poszerzenia, utrwalenia swojej wiedzy, umiejetnosci i osiggniec.
Inna jednostka 6.9 jest poswiecona mysleniu rekurencyjnemu. Inne wazne zajecia zbiorcze powinny by¢ po-
Swiecone mysleniu komputacyjnemu.
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6.7 Szybkie potegowanie
Temat jednostki:

Szybkie potegowanie
Jednostka na 2-3 godziny lekcyjne

Poziom ksztalcenia
Szkota ponadpodstawowa, informatyka — zakres rozszerzony

Streszczenie

Potegowanie, czyli podnoszenie liczb naturalnych do naturalnej potegi, jest wazng operacja we wspét-
czesnej kryptografii. Podnoszone sa liczby kilkusetcyfrowe do poteg, ktére rowniez maja kilkaset cyfr. Takiej
operacji nie mozna wykona¢ szkolnym algorytmem, czyli przez kolejne mnozenia, gdyz trwatoby to w nie-
skoriczonos¢, a szyfrowana poczte chcielibysmy otrzymywac natychmiast. Ta jednostka jest poswiecona algo-
rytmom szybkiego potegowania. Uczniowie tatwo mogg sie przekona¢, ze potegowanie przez mnozenie jest
bardzo wolnym algorytmem, natomiast algorytm szybkiego potegowania mozna bardzo fatwo wyprowadzi¢
uwzgledniajac parzystos¢ wyktadnika (algorytm rekurencyjny) lub przedstawiajac wyktadnik w postaci binar-
nej (algorytmy liniowe). Oba te rodzaje algorytmoéw sg szalenie szybkie!

Przygotowanie uczniow
Uczniowie wcze$niej powinni poznac:
- binarng reprezentacje liczb, jednostka 5.9;
« schemat Hornera, jednostka 6.4;
« rekurencje w projektowaniu algorytméw i w programowaniu, np. jednostki 5.6 i 6.9;
« rekurencje w programowaniu, np. jednostki 5.6 i 6.9.

Cele szczego6towe zajec - osiagniecia uczniow
Uczen:
- stosuje dekompozycje problemu na mniejsze,
« stosuje rekurencje,
« programuje funkcje i stosuje ja w programach rekurencyjnych,
« uruchamia swoje programy w Pythonie i ewentualnie poprawia je, gdy dziataja niezgodnie ze specyfi-
kacja, testuje ich dziatanie na réznych danych.

Tresci programowe - wypisy z podstawy programowej informatyki
| + 1. Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1. zapisuje za pomoca listy krokéw, schematu blokowego lub pseudokodu, i implementuje w wybranym
jezyku programowania algorytmy poznane na wczesniejszych etapach oraz algorytmy:
i. szybkiego potegowania liczb w wersji iteracyjnej i rekurencyjnej

Pojecia i metody informatyczne
« interpretacja reprezentacji binarnej przy potegowaniu,
« podejscie algorytmiczne dziel i zwyciezaj,
« rekurencja,
« funkcja rekurencyjna,
« komputerowa realizacja szybkiego potegowania, algorytm iteracyjny i rekurencyjny.

Metody pracy w klasie
- Stowna i Ogladowa: dyskusja w klasie moderowana przez nauczyciela ma doprowadzi¢ do ogdlnego
sformutowania algorytm potegowania w wersji rekurencyjnej i iteracyjne;j.
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« Czynna: uczniowie najpierw dyskutuja nad rozwigzaniem postawionego problemu, p6zniej tworza al-
gorytm i testujg go odrecznie na przyktadach, na koricu piszg odpowiednie programy w Pythonie.

«  Aktywizujaca: uczniowie moga pracowac (programowac) w parach, dzielg zadania do wykonania mie-
dzy sobg, aktywizujg sie nawzajem.

Formy pracy uczniow
« zajecia w grupie (cata klasa) i w podgrupach, poza komputerami, dyskusje nad postawionymi przez
nauczyciela pytaniami,
« praca indywidualna: odreczne wykonywanie algorytmu na przyktadach,
« praca indywidualna nad stworzeniem algorytmu, a nastepnie zaprogramowaniem go,
« ewentualnie, programowanie w parach.

Przygotowanie do zaje¢ — materialy, urzadzenia, oprogramowanie

Polecamy wyprowadzenie algorytmoéw szybkiego potegowania z wykorzystaniem rekurencji (punkt 8.1.2)
i iteracji oraz schematu Hornera (punkt 7.3), oba odniesienia do ksigzki [4]. Gtéwne kroki powtarzamy ponizej
w uwagach metodycznych.

Uwagi metodyczne dla nauczyciela dotyczace realizacji przyjetych celéw i zapiséw
podstawy programowej

W przebiegu zaje¢ podajemy droge do otrzymania rekurencyjnej zaleznosci, ktérej realizacja prowadzi do
rekurencyjnego programu obliczania wartosci potegi dla dowolnego wykfadnika n.

1 dlarn=0

x" =4(x"*)*  dlaparzystego n

n—1
(x")x dla nieparzystego n

Dla okredlenia, ile mnozen wykonuje rekurencyjny algorytm potegowania, korzysta sie, by¢ moze niespo-
dziewanie ... z binarnego rozwiniecia wykfadnika przedstawionego w postaci schematu Hornera. Dla przykta-
dowego n =22 mamy reprezentacje binarna i jej postac z wykorzystaniem schematu Hornera:

22 =101 10)2:24+ 224+2"=(224+2+1)2=(2*+ 1)2+1)2=((202+ 1)2 + 1)2
Obliczmy teraz x?, korzystajac z tej postaci wyktadnika:
X2 = X(@02412412 = (x(202+10241)2 = ((x222¢12) )2 = (((x2°21)2)X)2 = (((x2*2)X)2)X)? = (((((x?)?)x)?)x)?
Otrzymalismy identyczng postac jak na zajeciach opisanych ponizej. Mozna to tatwo wyttumaczy¢ - potegi
2 odpowiadaja dzieleniu przez dwa podczas otrzymywania binarnej reprezentacji wyktadnika, a mnozenie

przez x odpowiada reszcie 1 przy tym dzieleniu. Widac to wyraznie po podpisaniu pod soba schematu Hornera
reprezentacji binarnej wykfadnika i sposobu obliczania potegi.

22=(10110), ((2.2 +1)2+1)2

X2 = ((((63)?)x)?) x)?

Aby obliczy¢, ile jest wykonywanych mnozen, poréwnajmy na schemacie powyzej binarng reprezentacje
wyktadnika z kolejnoscig wykonywania mnozen ponizej. Patrzac od prawej do lewej, wida¢, ze z wyjatkiem
najbardziej znaczacej pozycji w reprezentacji binarnej wykfadnika n kazdemu bitowi o wartosci 1 odpowiada
mnozenie przez x, a kazdej pozycji odpowiada podniesienie do kwadratu. W tym konkretnym przypadku jest
to(4-1)+(5-1)=3+4=7.Wogdlnym przypadku liczba mnozen potrzebnych do obliczenia wartosci x" za
pomoca algorytmu rekurencyjnego jest réwna liczbie pozycji w binarnej reprezentacji liczby n minus 1 plus
liczba bitow réwnych 1 w tej reprezentacji takze minus 1. Poniewaz, jak wiadomo, dtugos¢ binarnej reprezen-
tacji liczby n wynosi okoto log,n, liczba mnozeri potrzebnych do obliczenia wartosci x” algorytmem rekuren-
cyjnym wynosi okoto 2log,n.
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Sprawdzmy, jaki to ma efekt, gdy n = 12345678912345678912345678912345. W tym przypadku, 2log,n <
250. Zatem zamiast czekac 108 lat, wynik potegowania dla tego wykfadnika mozemy otrzymac¢, wykonujac nie
wiecej niz 250 mnozen! To szokujgce osiggniecie naszego algorytmu!

Przebieg zaje¢

1. Dyskusja w caftej klasie. Na poczatku nauczyciel prosi ucznidw o przypomnienie zasad potegowania: iloczyn
poteg o tych samych podstawach (dodawanie wykfadnikéw) i potega potegi (mnozenie wyktadnikéw).
Nauczyciel wspomina, ze w kryptografii podnosi sie do poteg kilkusetcyfrowych liczby kilkusetcyfrowe.

2. Indywidualna praca uczniéw. Poniewaz na matematyce nie wprowadza sie zadnej szybkiej metody pote-
gowania i jest ono wykonywane przez mnozenie, np. x>=xsx=Xxx=x, nauczyciel prosi uczniéw o policzenie
na kalkulatorze, ile lat bedzie trwato obliczenie nastepujacej potegi przez wielokrotne mnozenie przez x
na superkomputerze o szybkosci dziatania 10" oper/sek. (wykfadnik jest bardzo maty w poréwnaniu ze
stosowanymi w kryptografii):

X(12345678912345678912345678912345
Podpowiedz: ok. 108 lat.

3. Ponownie wspdlnie. Nauczyciel pyta: jak obliczy¢ x* szybciej niz przez kolejne mnozenia: x*=xexsx-x-x? Po-
winna pojawic¢ sie odpowiedz: x>=xsxexsxx=(x)%x=((x)?)%x. A zatem, zamiast 4 mnozen trzeba wykonac¢ 3
mnozenia (podnoszenie do kwadratu wykonuje sie jako mnozenie.

4. Ponownie wspdlnie. Nauczyciel stawia pytanie, jak szybko obliczy¢ potege x**?

Burza mézgdw ucznidéw: wreszcie pojawia sie propozycja: x''*=(x"")2. Super! A jak obliczy¢ x''? Trzeba po-
zby¢ sie nieparzystej potegi!? Pojawia sie propozycja: x''=(x")«x — Super. Zauwazmy, skorzystano jedynie
z wzoréw, ktore sg znane z lekcji matematyki.

5. Indywidualna praca uczniéw. Z tymi podpowiedziami ze wspdlnej pracy kazdy uczen pochyla sie teraz nad
wiasnym zeszytem, by naszkicowang metoda redukcji wyktadnika otrzymac sposéb obliczenia x22.
PodpowiedZ: powinni otrzymac:

x?2 = (x")? = ((x")x)? = ((x)2)x)? = ((x)x)2)x)? = ((x*)*)x)*)x)?
Ostateczne rozstawienie nawiaséw dyktuje nastepujaca kolejnos¢ mnozen:

XeX = X% X2ex% = X% XPex = X5 XPox® = X0 x10x; = x'T; xMex' = x2%;
Zatem wartos¢ potegi x> moze by¢ obliczona przy uzyciu 6 mnozen zamiast 21 w szkolnym algorytmie
potegowania.

6. Ponownie wspdlnie. Uczniowie wraz z nauczycielem uogélniaja wykryty algorytm dla dowolnego wyktadni-
ka n. Wzér jest podany w poprzedniej sekgji.

7. Indywidualna praca uczniéw. Ostatecznie uczniowie sg przygotowani, aby zapisa¢ w Pythonie petny rekurencyjny
algorytm podnoszenia do potegi. Testujg swoj program na swoich i innych danych i ewentualnie debaguja go.

8. Indywidualna praca uczniéw i ich ocena. W przypadku zadan programistycznych nauczyciel motywuje ucz-
niéw, wyzej oceniajac ich wktad, jesli program zostat utworzony samodzielnie (przez ucznia lub w parze z in-
nym uczniem), nie korzystajac z gotowych rozwigzan, ktérych obecnie jest bardzo wiele dostepnych w sieci.

9. Dyskusjapodsumowujgca. W koncowej dyskusji nauczyciel informuje uczniéw, ze dla 32-cyfrowego wyktadnika,
od ktérego zaczely sie zajecia, algorytm rekurencyjny wykona ponizej 200 mnozen. To moze wywofa¢ SZOK
u uczniéw — 250 mnozen zamiast 108 lat! To $wiadczy o POTEDZE ALGORYTMOW. Ciekawa moze by¢ reakcja
uczniéw na te informacje, nauczyciel moze podac uzasadnienie, zawartem je w sekcji powyzej.

Powyzszy fakt potwierdza stuszno$¢ wypowiedzi Ralfa Gomory'ego, kiedys szefa naukowego firmy IBM:
Najlepszym sposobem przyspieszania pracy komputerow
jest obarczanie ich mniejszg liczba dziatan.

Modyfikacja, poszerzenie zakresu, kontynuacja zajec

Poszerzenie i kontynuacja lekcji moze by¢ zwigzana z powigzaniem algorytmu rekurencyjnego z binarng
reprezentacjg wyktadnika w postaci schematu Hornera. Wyjasniamy to krétko w sekcji Uwag metodycznych
powyzej. Ta interpretacja jest zrédtem iteracyjnych metod réwnie szybkiego potegowania - piszemy o tym
w punkcie 7.3 w ksigzce [4]. Jeden z tych algorytméw podnosi do potegi w trakcie znajdowania binarnej repre-
zentacji wyktadnika.
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6.8 Algorytm Euklidesa
Temat jednostki:
Algorytm Euklidesa

Poziom ksztalcenia
Szkota ponadpodstawowa, informatyka — zakres rozszerzony

Streszczenie

Algorytm Euklidesa stuzy do znajdowania najwiekszego dzielnika NWD(m, n) dwoch liczb catkowitych m
i n (bedziemy zaktadali, ze te liczby sg nieujemne). Algorytm ten nalezy do klasyki informatyki. Powstat blisko
2500 lat temu i przez dtugie lata pojawiat sie w rozwazaniach i w literaturze jako synonim pojecia algorytm'. Po
ponad 2000 lat przezywa swoja kolejnag mtodos¢. Po pierwsze, okazuje sig, ze jest bardzo efektywnym algoryt-
mem w sensie dzisiejszej teorii ztozonosci obliczeniowej - jego ztozonos¢ jest logarytmiczna. Po drugie, znalazt
zastosowanie w RSA, w jednej z najpopularniejszych metod szyfrowania z kluczem publicznym.

Ta jednostka jest poswiecona rekurencyjnej realizacji algorytmu Euklidesa, realizacja iteracyjna byta przed-
miotem zaje¢ w szkole podstawowej (nie ma jej w tych materiatach).

Przygotowanie uczniow
Uczniowie wczesniej poznali:
« rozktadanie liczb na czynniki (na lekcjach matematyki i informatyki),
+ obliczanie NWD(m, n) przez rozkfad obu liczb na czynniki® - taka metode znajdowania NWD(m, n) ucz-
niowie powinni byli pozna¢ na lekcjach matematyki w szkole podstawowej,
+ obliczanie NWD(m, n) metoda iteracyjna (w szkole podstawowej),
« rekurencje w projektowaniu algorytméw i w programowaniu, np. jednostki 5.6 i 6.9,
+ rekurencje w programowaniu, jednostki 5.6 i 6.9.

Cele szczegotowe zajec - osiggniecia uczniow
Uczen:
+ oblicza NWD(m, n) rozktadajac obie liczby na czynniki,
+ oblicza NWD(m, n) stosujac algorytm Euklidesa w wersji iteracyjnej,
«  stosuje redukcje w rozwigzywaniu probleméw,
« znaiumie zastosowac rownos¢ dotyczaca ilorazu i reszty z dzielenia,
- stosuje rekurencje w zapisie algorytmu,
- programuje funkcje i stosuje ja programach rekurencyjnych,
« uruchamia swoje programy w Pythonie i ewentualnie poprawia je, gdy dziataja niezgodnie ze specyfi-
kacja, testuje ich dziatanie na réznych danych;

Tresci programowe - wypisy z podstawy programowej informatyki
| + 1I. Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1. zapisuje za pomoca listy krokéw, schematu blokowego lub pseudokodu i implementuje w wybranym
jezyku programowania algorytmy poznane na wczesniejszych etapach oraz algorytmy:
a. algorytm Euklidesa w wersji iteracyjnej i rekurencyjnej wraz z zastosowaniami.

' To pojecie zaczeto sie ksztattowac w X w. n.e.
2 Jest to jedyny sposéb obliczania NWD(m, n) uwzgledniony w obowiazujacej podstawie programowej matematyki, o algorytmie Eukli-
desa nie wspomina sie w podstawie programowej matematyki.
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Uwaga. Algorytm Euklidesa znajduje sie rowniez w zapisach podstawy programowej przedmiotu informa-
tyka w szkole podstawowej dla klas VII-VIII:
Uczen: [...] przedstawia dziatanie algorytmu Euklidesa w obu wersjach iteracyjnych (z odejmowaniem
i z reszta z dzielenia),
W tej jednostce skupiamy uwage na rekurencyjnej implementacji algorytmu Euklidesa, znacznie efektyw-
niejszej niz wersja iteracyjna.

Pojecia i metody informatyczne
«  rownos¢ wigzaca iloraz i reszte z dzielenia,
« algorytm Euklidesa,
« redukcja problemu,
« rekurencja,
« funkcja rekurencyjna,
« komputerowa realizacja algorytmu Euklidesa.

Metody pracy w klasie
- Stowna i Ogladowa: dyskusja w klasie moderowana przez nauczyciela ma doprowadzi¢ do sformuto-
wania rekurencyjnej zaleznosci dla NWD.
« Czynna: uczniowie najpierw dyskutuja nad rozwigzaniem postawionego problemu, pézniej tworzg al-
gorytm i testujg go odrecznie na przyktadach, na koricu pisza odpowiedni program w Pythonie.
«  Aktywizujaca: uczniowie moga pracowac (programowac) w parach, dzielg zadania do wykonania mie-
dzy sobag, aktywizuja sie nawzajem.

Formy pracy uczniéw
« zajecia w grupie (cata klasa) i w podgrupach, poza komputerami, dyskusje nad postawionymi przez
nauczyciela pytaniami,
« praca indywidualna: odreczne wykonywanie algorytmu na przyktadach,
« praca indywidualna nad stworzeniem algorytmu, a nastepnie by go zaprogramowac.

Przygotowanie do zajec¢ —- materialy, urzadzenia, oprogramowanie

Polecamy ksiazki [3] (rozdz. 7) i [4] (punkty 7.4 i 7.5), w ktérych przedstawiono rézne sposoby wyprowadze-
nia algorytmu Euklidesa oraz jego zastosowania.

Zaleca sie przygotowac zadania do wykonania przez uczniow, ktére dotyczytyby wczesniejszego materiatu
na temat NWD, z zaje¢ w szkole podstawowej — znajdowanie NWD(m, n) przez rozktad obu liczb na czynniki
oraz iteracyjnej wersji algorytmu Euklidesa.

Uwagi metodyczne dla nauczyciela dotyczace realizacji przyjetych celéw i zapisow
podstawy programowej

Ze sposobami znajdowania NWD uczniowie spotykaja sie na matematyce w szkole juz w klasach IV-VI.
W tym celu stosuja metode rozktadu obu liczb na czynniki. Na przyktad:

NWD(24, 44) = 4, gdyz 24 = 2:2.2:3 i 44 = 2-2:11 i w obu liczbach wystepuja czynniki 22 = 4. Ale jak znalez¢
ta metoda NWD(4807, 7163)*? Z odpowiedzig na to pytanie uczniowie moga sobie nie poradzi¢. Jak pokazemy,
przyda sie im w tym celu algorytm Euklidesa.

W wyprowadzeniu algorytmu Euklidesa proponujemy postuzy¢ sie metaforg geometryczna. Dane sg dwa
odcinki o dtugosciach m i n. Szukamy mozliwie najdtuzszego odcinka o dtugosci k, ktéry catkowitg liczbe razy
miesci sie w odcinkach o dtugosciach m i n. Tymi odcinkami moga by¢ drewniane belki o dtugosciach min,
ktére chcemy pocigé¢ na mozliwie najdiuzsze kawatki o takiej samej dtugosci k.

3 W podstawie programowej matematyki dla klas IV-VI wystepuja przyktady znajdowania NWD dla liczb czterocyfrowych.
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Na rysunku ponizej sa przedstawione odcinki o dtugosciach m i n, na ktérych oznaczono réwniez odcinek,
ktéry miesci sie w nich catkowita liczbe razy.

k n

m

Zauwazmy, ze odcinek o dtugosci k miesci sie takze catkowita liczbe razy w odcinku o dtugosci n — m, znacz-
nie krétszym niz odcinek o dtugosci n. Stad mozemy wyprowadzi¢ nastepujacy wniosek:

jesli m =n, to oczywiscie NWD(m,n)=m=n

w przeciwnym razie NWD(m, n) = NWD(n - m, m)

Konkluzja ta jest podstawg algorytmu znajdowania NWD przez odejmowanie, o ktérym byta zapewne
mowa w szkole podstawowe;j.

Abstrahujac teraz od geometrycznej interpretacji, zapiszmy wykonang operacje za pomoca liczb przyjmu-
jac,ze m=4,n=7.Mamy wiec: NWD(4, 7) = NWD(7 - 4, 4) = NWD(3, 4). Powtdrne wykonanie tej operacji daje
nam NWD(3, 4) = NWD(1, 3). W kolejnym kroku otrzymujemy: NWD(2, 1). Teraz musimy zamieni¢ rolami obie
liczby, by druga byta nie mniejsza niz pierwsza, i obliczy¢ NWD(1, 2), co jest rdwne NWD(1, 1), czyli 1. Kolejne
kroki sa zilustrowane na rysunkach ponizej w konwencji odcinkéw.

NWD(3, 4):

NWD(1, 3):

NWD(2, 1):

NWD(1, 1): —

Jesli metoda odcinania mniejszego odcinka od wiekszego chcielibysmy obliczy¢, ile wynosi NWD(2, 501),
to musieliby$my az 250 razy odcina¢ odcinek o dtugosci 2 od coraz krétszego dtuzszego odcinka, ktéry na po-
czatku ma dtugos¢ 501, a na koricu 1. Mozna jednak tego unikna¢, obliczajac, ile razy nalezy odciac ten krotszy
odcinek, by pozostat odcinek od niego krotszy. Wystarczy wykonaé w tym celu dzielenie catkowite wiekszej
liczby przez mniejsza. W naszym przypadku bedzie to [501/2] = 250. Na rysunku ponizej zilustrowano to szyb-
sze odcinanie w przypadku obliczania NWD(4, 14) — po trzykrotnym odcieciu odcinka o dtugosci 4 z odcinka
o dtugosci 14 redukujemy te obliczenia do NWD(2, 4).

Rozwazmy teraz ogdlny przypadek NWD(m, n). Na lekcjach matematyki uczniowie dowiaduja sie - zgodnie
z podstawg programowg — jak wyznaczy¢ g, wynik dzielenia z resztg liczby n przez liczbe m i zapisac liczbe n
w postaci: n = gsm + r, gdzie r jest reszta. Zatézmy dla jednoznacznosci tego dzielenia, ze reszta r spetnia nie-
réwnosci: 0 < r < m, jak powyzej przy odcinaniu krétszego odcinka z dtuzszego az do otrzymania reszty tego
dtuzszego odcinka, z ktérej nie mozna juz odciac tego krétszego. To sg naturalne warunki, jesli bowiem n dzieli
sie bez reszty przez m, to r =0, a jesli n dzieli sie z resztg przez m, to przyjmuje sie na og6t naturalnie, ze reszta
jest mniejsza od liczby m, przez ktéra dzielimy. Przypominamy, ze zaktadamy, iz m < n. Otrzymujemy zatem
nastepujaca rownosc¢, zwana réwnoscia o ilorazie i reszcie:

n=qem+r,gdzie0O<r<m
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Wielkosci g i r sa odpowiednio ilorazem i resztg z dzielenia n przez m.
Z tej rbwnosci mozna wyciagnad nastepujace dwa wnioski, ktére otrzymalismy powyzej, zajmujac sie odci-
naniem krétszego odcinka z dtuzszego odcinka:

« jeslir=0,to NWD(m, n) = m, czyli jesli jedna z liczb dzieli druga bez reszty, to mniejsza z tych liczb jest
ich najwiekszym wspdlnym dzielnikiem;

« jesdlir =0, to rownos¢ o ilorazie i reszcie mozna zapisa¢ w postaci r = n — gm, skad wynika, ze kazda
liczba dzielaca n i m dzieli cate wyrazenie po prawej stronie tej rownosci, a wiec dzieli rbwniez r; zatem
najwiekszy wspdélny dzielnik mi n dzieli réwniez reszte r.

Zwiaszcza ten drugi wniosek jest fundamentalny dla naszych dalszych rozwazan, powtérzmy go:

Kazda liczba, ktéra dzieli m i n, dzieli réwniez reszte r z dzielenia n przez m.
W szczegolnosci NWD(m, n), czyli najwiekszy wspdlny dzielnik m i n, dzieli takze r.

W naszym przyktadzie dla liczb m = 24 i n = 44, dla ktérych wiemy, ze NWD(24, 44) = 4, mamy 44 = 1.24 + 20
i rzeczywiscie, reszta 20 jest podzielna przez 4.

Mozemy zatem zapisa¢ rownos¢:

NWD(m, n) = NWD(r, m),

gdzie r jest reszta z dzielenia n przez m. Jak wida¢, zredukowalismy wartosci m i n, czyli w naszym przykta-
dzie mamy NWD(24, 44) = NWD(20, 24). Co wiecej, powyzszy wniosek mozemy teraz zastosowac do rim, a wiec
do reszty 20 i do 24, do liczby, przez ktdrg dzielilismy. W naszym przykfadzie to bedzie: 24 = 1.20 + 4, a zatem
kontynuujac, mamy teraz: NWD(24, 44) = NWD(20, 24).= NWD(4, 20). | ponownie stosujemy wniosek tym razem
do liczb 4 oraz 20 i otrzymujemy: 20 = 54 + 0. Co potwierdza, ze NWD(24, 44) = 4.

Wypiszmy ponownie kolejne réwnosci z dzielenia i wynikajace z nich réwnosci NWD:

44:/1-24;&}0 NWD(24, 44) = NWD(20, 24)
24 j}-ZOA+/4 NWD(20, 24).= NWD(4, 20)
20=54+0 NWD(4, 20).= NWD(0, 4)

Wyjasnienia wymaga, co to znaczy i jakg ma wartos¢ NWD(0, 4). Z definicji ma to by¢ najwiekszy wspolny
dzielnik liczb 0 4, i tym dzielnikiem jest 4, dlatego, ze 0 dzieli sie przez kazda liczbe. Uwaga, to nie jest dzielenie
przez zero, tylko dzielenie liczby zero!

Przedstawione rozumowanie ma charakter rozumowania wstecz, charakterystycznego dla myslenia reku-
rencyjnego. Zapiszmy wiec zaleznosci, z ktérych korzystalismy

NWD(m, n) =NWD(r,m), dlan=qg-m+rgdzieO<r<m

w szczegodlnosci, dla r=0 mamy NWD(0, m) =m

Réwnos¢ NWD(0, m) = m jest warunkiem zakonczenia rekurencji.

Podsumujmy to rozumowanie. Wynika z niego, ze mozemy generowac pary liczb o tym samym najwiekszym
wspolnym dzielniku, elementy tych par tworza malejacy ciag liczb naturalnych, a wiec ten cigg jest skoriczony
i na jego koncu otrzymujemy szukany dzielnik. Jest to szkic rozumowania uzasadniajgcego poprawnosc¢ i skoi-
czonos¢ algorytmu Euklidesa.

Wréémy do odtozonego na chwile zadania, by znalez¢ NWD(4807, 7163) i zastosujmy do niego algorytm
Euklidesa:

7163 =4807-1 + 2356

4807 =2356-2 + 95

2356 =95-24+76

95 =761+19

76 =194+0

A zatem NWD(4807, 7163) = 19. Mozna mie¢ watpliwosci, czy réwnie szybko uczniowie byliby w stanie
znalez¢ rozktad tych liczb na czynniki, 4807 = 111923 i 7163 = 13.19:29, by znalez¢ NWD(4807, 7163). W po-
wyzszych obliczeniach jest wykonywane jedynie dzielenie (a faktycznie branie reszty z dzielenia catkowitego)
i odejmowanie.
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Opis algorytmu Euklidesa w Pythonie moze mie¢ nastepujaca postac.
def EuklidRek (m,n):
if m ==
return n
else:
return EuklidRek(n % m,m)

Zauwazmy, ze iloraz g nie wystepuje w nastepnych wywotaniach réwnosci, zatem nie trzeba go wyznaczac.
Poza tym w powyzszej implementacji algorytmu Euklidesa nie sprawdzamy, ktéra z liczb m i n jest mniejsza
lub wieksza. Korzystamy przy tym z faktu, ze jesli bytoby m > n, to po wywotaniu Euk1idRek (m, n) w pierw-
szym wywotaniu wewnatrz tej funkcji EuklidRek (n % m,m) faktycznie jest wykonywane wywotanie
EuklidRek (n, m) dlan mniejszego od m, bo dlam > n wyrazenien % m jestréwne n.

Proponujemy dwa zadania dla uczniéw.

Zadanie 1. Jakie warunki musza spetniac liczby m i n, m < n, aby funkcja EuklidRek (m,n) wykonata
doktadnie jedno wywotanie rekurencyjne, a jakie, by wykonata dokfadnie dwa wywotania?

| nieco trudniejsze zadanie.

Zadanie 2. Zastosuj algorytm Euklidesa do liczb 34 i 55. Co ciekawego mozesz powiedzie¢ o dziataniu algo-
rytmu w tym przypadku: ile wynosza kolejne ilorazy? Wypisz od konca cigg reszt tworzonych w tym przypadku
- co ci przypomina? Podaj inng pare liczb, dla ktérej algorytm Euklidesa dziata podobnie.

Zadanie 2 jest zwigzane z efektywnoscia dziatania algorytmu Euklidesa, piszemy o ty szczegétowo w ksigzce [5].
Tutaj tylko podajmy, ze ten algorytm jest bardzo efektywny, ma ztozonos¢ logarytmiczng, zatem dla liczb o kilkuset
cefrach wykonuje tylko kilka tysiecy dziatan, co jest niezmiernie istotne w wielu zastosowania, takich jak kryptografia.

Przebieg zajec
Przebieg tych zajec jest zaproponowany w uwagach metodycznych. Powtérzmy w skrécie najwazniejsze etapy.

1. Dyskusja w caftej klasie. Na poczatku nauczyciel prosi uczniéw o przypomnienie tego, co uczniowie dowie-
dzieli sie o obliczaniu NWD w szkole podstawowej. Na matematyce w tym celu rozktadali liczby na czynniki,
a na informatyce stosowali algorytm Euklidesa z dzieleniem.

2. Indywidualna praca uczniéw. Uczniowie obliczajg NWD dla wielu par liczb podanych przez nauczyciela, sto-

sujgc metody poznane w szkole podstawowej.

Ponownie wspdlnie. Nauczyciel przedstawia interpretacje NWD, postugujac sie metaforg odcinkow.

4. Indywidualna praca uczniéw. Uczniowie obliczaja NWD dla wybranych par liczb, stosujac interpretacje od-
cinkowa.

5. Ponownie wspdlinie. Nauczyciel podsumowuje dyskusje i przypomina rownos¢ o ilorazie i reszcie ze szkoty
podstawowej. Na tej podstawie formutuje wniosek wraz z jego rekurencyjnym zapisem, ktory staje sie pod-
stawg rekurencyjnego algorytmu i programu obliczania NWD.

6. Indywidualna praca uczniéw. Uczniowie stosuja rekurencyjny wzdr na NWD w przyktadowych obliczeniach.
Nastepnie programujg algorytm rekurencyjny dla NWD i testuja go na wczesniej sprawdzonych przyktadach.

7. Indywidualna praca uczniéw - etap dodatkowej aktywizacji. Nauczyciel proponuje dwa dodatkowe zadania
wymienione w uwagach metodycznych. Uczniowie nie powinni mie¢ z nimi ktopotéw.

8. Indywidualna praca uczniéw i ich ocena. W przypadku zadan programistycznych nauczyciel motywuje ucz-
niow, wyzej oceniajac ich wktad, jesli program zostat utworzony samodzielnie (przez ucznia lub w parze z in-
nym uczniem), nie korzystajac z gotowych rozwigzan, ktérych obecnie jest bardzo wiele dostepnych w sieci.

9. Dyskusja podsumowujqgca. Poniewaz uczniowie znaja trzy metody obliczania NWD, dyskusja powinna sie
skupi¢ wokét pytania, ktéra z metod uwazajg za najbardziej dostosowang zaréwno dla obliczeh odrecz-
nych, jak i komputerowych.

w

Modyfikacja, poszerzenie zakresu, kontynuacja zajec
Ten scenariusz zaje¢ moze by¢ poszerzony przynajmniej w dwéch kierunkach:
« doktadne wyprowadzenie, ile operacji wykonuje algorytm Euklidesa; potrzebna bedzie znajomos¢ logarytmu,
+ przedstawienie zastosowan tego algorytmu.
Materiat dla tych zagadniert mozna znalez¢ w ksigzkach [3-5].
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6.9 Myslenie rekurencyjne
Temat jednostki:
Myslenie rekurencyjne

Poziom ksztalcenia
Szkota ponadpodstawowa, informatyka — zakres podstawowy i rozszerzony

Streszczenie

Rekurencja to jedno z najwazniejszych poje¢ w informatyce. Liczne przykfady rekurencji w podstawie pro-
gramowej informatyki maja zilustrowac, ze jest w tym pojeciu zaréwno piekno, jak i prostota. By jednak do-
strzec to pierwsze, trzeba to pojecie zrozumie(, ale na przeszkodzie temu czesto stoi wiasnie jego prostota.
Powszechnie uwaza sie, ze jest to jeden z trudniejszych do zrozumienia i wtadania sposobéw rozumowania
i rozwigzywania problemoéw. Zaréwno dla uczniéw i studentdw, jak i, nie ukrywajmy tego, dla wielu nauczycieli
réwniez'.

Rekurencja to (Kahney, 1983):,proces, ktory jest w stanie wywotywac nowe instancje? samego siebie i stero-
wac w tym procesie przejsciem do kolejnych instancji i powrotem z zakonczonych instancji”. Takie rozumienie
rekurencji okresla sie modelem kopii i przyjmuje sie je za wtasciwy/poprawny model umystowy rekurenciji.
W nauczaniu dazy sie, by uczniowie osiggneli wtasnie takie rozumienie rekurenciji.

Rekurencja jest metodg (podejsciem, technika, narzedziem) rozwigzywania probleméw poprzez dekom-
pozycje problemu na podproblemy tego samego rodzaju i nalezy w tym podejsciu okresli¢: sposéb rozktadu
problemu na podproblemy i sposdb potaczenia rozwigzan podproblemédw w rozwigzanie problemu. Jest to
dobrze widoczne w dziataniu sortowania przez scalanie. W swojej ogélnosci rekurencja wystepuje jako:

(1) podejscie do rozwiazywania problemow,
(2) konstrukcja algorytmiczna, czyli sposéb przedstawiania algorytmow,
(3) konstrukcja programistyczna, czyli technika programowania.

W nauczaniu wszystkie te aspekty rekurencji powinny wystepowac tgcznie — myslenie rekurencyjne jest
jednym z potezniejszych sposobdéw projektowania i wyprowadzenia rozwigzania, ktére nastepnie mozna za-
pisa¢ w postaci rekurencyjnego algorytmu, by na koncu skorzystac z konstrukcji programistycznych w zapisie
algorytmu jako programu dla komputera.

Z rekurencja, jako metoda rozwigzywania probleméw, s3 mocno zwigzane dwie najwazniejsze cechy my-
Slenia komputacyjnego, abstrakcja i dekompozycja. Postuzenie sie abstrakcjg jest niezbedne, by dostrzec
strukture problemu, poddajaca sie rekurencji, a dekompozycja problemu wystepuje na etapie projektowania
rozwigzania, w ktérym na rozwigzanie problemu sktadaja sie rozwigzania mniejszych instancji tego samego
problemu i ich potaczenie w rozwigzanie problemu. Faktycznie, rekurencja jest przyktadem zorganizowanego
procesu zagtebiajacych sie dekompozycji problemu na coraz mniejsze instancje tego samego problemu az
do osiggniecia najmniejszej instancji problemu o znanym rozwigzaniu, przy tym wazny jest réwniez proces
powrotny faczenia rozwigzan mniejszych w rozwigzania instancji, z ktérych zostaty wygenerowane. Umiejet-
nosc sledzenie tego procesu wykonywania algorytmu rekurencyjnego pozwala uczniom pozna¢ mechanizm
dziatania rekurencji i przekonac sie, na czym polega jej skutecznosc.

Zajecia na temat rekurencji powinny by¢ poprowadzone zaréwno z uczniami, ktérzy wybrali rozszerzenie
informatyczne, jak i z pozostatymi, ktérych jest zapewne znacznie wiecej w kazdej szkole. Zakres tych zajec
powinien wiec by¢ dostosowany do poziomu zagadnien, przewidzianego w podstawie programowej.

! Zalecasig, by nauczyciel traktowat rekurencje jako jedno z wielu pojec¢ informatycznych, bez specjalnego ujawnienia, ze
jest to pojecie ztozone i trudne, by nie udzielito sie to uczniom.

2 Uzywamy terminu instancja problemu na okreslenie wersji problemu dla okreslonych danych. W tym kontekscie mniej-
sza instancja problemu to wersja problemu dla mniejszych wartosci danych lub dla podzbioru danych rozwazanego
problemu.
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Nauczyciel powinien wczesniej poinformowac ucznidow o zakresie tych zaje¢, by mogli sie do nich dobrze
przygotowac.

Przygotowanie uczniéw
Uczniowie powinni by¢ przygotowani w zakresie zagadnien, w rozwigzaniach ktérych stosowali rekurencje.

Rekurencja koricowa pojawia sie juz w szkole podstawowej, patrz jednostka 5.6.. W szczegdlnosci wczesniej
poznali:

- rekurencje koncowa, programujac potencjalnie nieskoriczone spirale,

« walgorytmach porzadkowania — w sortowaniu przez scalanie oraz w innych algorytmach,

«  wrealizacji szybkiego potegowania,

« wrealizacji algorytmu Euklidesa.

Cele szczego6towe zajec - osiggniecia uczniow
Uczen porzadkuje, pogtebia i poszerza, utrwala swoje osiggniecia zwigzane ze stosowanie rekurencji w pro-
jektowaniu i implementacji bardzo efektywnych algorytmoéw:
« stosuje rekurencje koncowa jako pewna odmiane iteracji,
« stosuje rekurencje w uktadaniu algorytmow, bazujacych na technice dziel i zwyciezaj,
- stosuje rekurencje w realizacji zaleznosci rekurencyjnych, takich jak w algorytmie Euklidesa,
« wigze idee metody dziel i zwyciezaj z reedukacja i rekurencja,
« wyjasnia model dziatania rekurencji na poziomie jej implementacji,
+ ksztattuje umystowy model rekurencji.

Tresci programowe - wypisy z podstawy programowej informatyki
| + 1. Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
6. zapisuje za pomoca listy krokdw, schematu blokowego lub pseudokodu i implementuje w wybranym
jezyku programowania algorytmy poznane na wczesniejszych etapach oraz algorytmy:
I. algorytm Euklidesa w wersji iteracyjnej i rekurencyjnej wraz z zastosowaniami,
m. [...],
n. [...],
o. [...],
p. sortowania ciggu liczb przez scalanie,
q. [...I,
r. [...],
s. [...],
t. szybkiego potegowania liczb w wersji iteracyjnej i rekurencyjnej,
u. [...],
v. rekurencyjnego tworzenia fraktali: zbiér Cantora, drzewo binarne, dywan Sierpinskiego, ptatek Kocha;
7. wykorzystuje znane sobie algorytmy przy rozwigzywaniu i programowaniu rozwigzan nastepujacych
problemoéw:
g. [...],
h. [...],
i [...],
j. zamiany wyrazenia na posta¢ w odwrotnej notacji polskiej i obliczanie jego wartosci na podstawie
tej postaci,
k. [...],
. [...];
8. objasnia, a takze poréwnuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz struktury danych, wy-
korzystujac przy tym przyktady probleméw i algorytméw, w szczegdlnosci:
k. [...],
I.  rekurencje (do generowania ciagéw liczb, potegowania, sortowania liczb, generowania fraktali),
m. metode dziel i zwyciezaj (jednoczesne znajdowanie minimum i maksimum, sortowanie przez scala-
nie i szybkie),
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[...],
[...1,
[...1,
[...],
[...],

struktury dynamiczne: stos, kolejka, lista (do realizacji algorytmu: ONP, symulacji problemu Flawiu-
sza, sortowania leksykograficznego),

t. grafy (do przedstawiania abstrakcyjnego modelu sytuacji problemowych).

» ~oTD OS>

Pojecia i metody informatyczne
« abstrakcja,
« dekompozycja,
« rekurencja,
- rekurencja koncowa,
« strategia dziel i zwyciezaj,
«model rekurencji,
« rekurencja a iteracja - liczby Fibonacciego,
« rekurencyjne rozwiazania: porzadkowanie, szybkie potegowanie, algorytm Euklidesa, Odwrotna Nota-
cja Polska (ONP, RPN).

Metody pracy w klasie

- Stowna i Ogladowa: dyskusja w klasie, moderowana przez nauczyciela na temat metod i algorytmoéw
wykorzystujacych rekurencje.

« Czynna: zajecia maja gtdwnie forme czynna, nauczyciel ewentualnie koryguje wypowiedzi lub oceny
ucznidéw; zajecia w zadnym zakresie nie powinny mie¢ formy wykfadu.

« Aktywizujaca: nauczyciel stara sie aktywizowac uczniéw pytaniami, ktére maja na celu spojrzenie na
omawiang tematyke ,z lotu ptaka’, z géry, ponad szczegétami zwigzanymi z konkretnymi zagadnienia-
mi, metodami i algorytmami.

Formy pracy uczniéw
- zajecia gtdwnie w grupie (cafa klasa) i w podgrupach, poza komputerami, dyskusje nad postawionymi
przez nauczyciela pytaniami i zadaniami do wykonania.
« pracaw niewielkim stopniu indywidualna, raczej niezwigzana z programowaniem, ewentualnie skorzy-
stanie z wcze$niej wykonanych programoéw,

Przygotowanie do zajec¢ —- materialy, urzadzenia, oprogramowanie

Nauczyciel powinien przygotowac wykaz tych zagadnien z podstawy programowej, ktére sg rozwigzywane
z wykorzystaniem rekurencji.

Jednym z zagadnien na tych zajeciach powinno by¢ poréwnanie rekurencji z iteracjg na wybranych przykfa-
dach, np. liczb Fibonacciego.

W ksigzce [5] caty rozdziat jest poswiecony mechanizmom dziatania i implementacji rekurencji w kompu-
terze. Na tych zajeciach warto przyblizy¢ uczniom wybrane mechanizmy na przyktadach. Diagram wywotan
rekurencyjnych jest bardzo prosty dla sortowania przez scalanie (patrz jednostka 6.5), rbwniez proste jest
drzewo wywotan rekurencyjnych dla liczby Fibonacciego. Nauczyciel powinien przygotowac ilustracje od-
noszace sie do tych mechanizméw, by uczniowie mogli samodzielnie popracowac nad nimi.

Uwagi metodyczne dla nauczyciela dotyczace realizacji przyjetych celow i zapisow
podstawy programowej

Wazne, by takie zajecia byty osobno przeprowadzone dla uczniéw, ktérzy obrali informatyke w zakresie
podstawowym, jak i dla tych, ktérzy wybrali rozszerzenie informatyczne. Dla tej pierwszej grupy moga miec
wieksze znaczenie niz dla tej drugie;j.
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Spojrzenie i ukierunkowanie dyskusji przez nauczyciela powinno by¢ ,ponad” konkretnymi problemami,
metodami i algorytmami. Uczniowie powinni nie tylko postugiwac sie konkretnym algorytmem, ale takze
umiec go scharakteryzowac, umiesci¢ wsrdd innych metod rozwigzywania pokrewnych zagadnien podobny-
mi metodami, oceni¢ go na tle innych metod. Dostrzec takze mozliwosci modyfikacji.

Przebieg zaje¢

Przebieg zaje¢ scharakteryzowano juz wczesniej. Gtéwnie sa to zajecia dyskusyjne, poza komputerem, do-
brze przygotowane przez nauczyciela, w ktérych biorg udziat uczniowie réwniez dobrze przygotowani, wczes-
niej poinformowani o zakresie zaje¢ przez nauczyciela.

Zajecia te moga rowniez stuzy¢ wyjasnieniu kwestii, ktore pojawig sie u ucznidow w trakcie przygotowywania
sie. Zwlaszcza, jak wiadomo, rekurencja to najtrudniejsze pojecie w informatyce szkolnej i czesto sie zdarza, ze
uczniowie stosuja rekurencje w programach, ale nie bardzo wiedzg, dlaczego i jak dziata.

Dobrym krokiem ku pogtebieniu zrozumienia rekurencji przez uczniéw bedzie utworzenie przez nich struk-
tury wywotan wybranego programu rekurencyjnego dla wybranych danych. Taka przyktadowa struktura znaj-
duje sie w jednostce 6.5 w odniesieniu do sortowania przez scalanie. Na tych zajeciach uczniowie powinni
wréci¢ do tego programu i narysowac taka strukture dla innego ciggu.

Ciekawa struktura wywotan powstaje przy obliczaniu wartosci liczb Fibonacciego - jest to drzewo, w ktérym
wiele wartosci jest liczonych wielokrotnie, stad wniosek, ze wersja iteracyjna jest bardziej efektywna. Podobnie
uczniowie powinni fatwo poradzi¢ sobie z tg struktura.

Wiekszym wyzwaniem i bardziej motywujacym uczniéw moze by¢ utworzenie struktur wywotan rekuren-
cyjnych dla innych algorytméw rekurencyjnych — szybkiego podnoszenia do potegi i algorytmu Euklidesa.

Modyfikacja, poszerzenie zakresu, kontynuacja zajec

Poszerzeniem tematu rekurencji moze byc¢ analiza mechanizméw dziatania rekurencji, co moze miec istotny
wplyw na rozumienie tej tematyki przez ucznidw, zwtaszcza tych, ktérzy obrali informatyke w zakresie rozsze-
rzonym.

Tego typu zajecia powinny zostac¢ zorganizowane przez nauczyciela na wiele r6znych tematéw, ktére wyma-
gaja od ucznia uporzadkowania, pogtebienia i poszerzenia, utrwalenia swojej wiedzy, umiejetnosci i osiggniec.
Inna jednostka 6.6 jest poswiecona metodom i algorytmom wyszukiwania i porzagdkowania. Inne wazne zaje-
cia zbiorcze powinny by¢ poswiecone mysleniu komputacyjnemu.

6.10 Programowanie dynamiczne
Temat jednostki:

Programowanie dynamiczne
co najmniej dwie lekcje

Poziom ksztalcenia
Szkota ponadpodstawowa, informatyka - zakres rozszerzony

Streszczenie
Zacznijmy od stwierdzenia, ze programowanie dynamiczne ma niewiele wspolnego z programowanie kom-
puteréw poza tym, ze algorytmy programowania dynamicznego mozna zapisywac w postaci programoéw i wy-
konywa¢ na komputerze.
Programowanie dynamiczne to technika algorytmiczna stuzaca do znajdowania najlepszych (optymal-
nych) rozwiagzan. Algorytm programowania dynamicznego dziata zgodnie z Zasadq Bellmana:
na kazdym kroku podejmuj najlepsza decyzje z uwzglednieniem stanu wynikajacego z po-
przednich decyzji
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Ta zasada brzmi podobnie jak strategia zachtanna zalecajgca podejmowanie najlepszych decyzji na kazdym
kroku, jednak rézni sie od niej tym, ze nalezy uwzgledni¢ wszystkie mozliwe stany wynikajace z poprzednich
decyzji. Podany ponizej przyktad problemu plecakowego ilustruje te réznice.

Programowanie dynamiczne jest czesto stosowane do znajdowania najlepszych rozwigzan problemoéw, dla
ktérych nie s znane inne metody. Polega na dobrze uporzadkowanym przegladaniu wszystkich mozliwosci
i podejmowaniu decyzji zgodnie z Zasada Bellmana. W tej jednostce ilustrujemy programowanie dynamiczne
klasycznym przyktadem problemu plecakowego.

Problem, bliski oryginalnemu, jest zaprezentowany i rozwigzany w ksigzce [3] w rozdz. 15. Szczegdtowe
omowienie programowania dynamicznego jest zawarte w punkcie 11.2 w ksigzce [4].

Przygotowanie uczniéw
Uczniowie wczesniej poznali:
« podejscie zachtanne — patrz jednostka 5.10.

Cele szczego6towe zajec - osigqgniecia uczniow
Uczen:
« stosuje podejscie zachtanne przy podejmowaniu decyzji.
« tworzy rozwigzania problemow, stosujac strategie programowanie dynamicznego,
« programuje algorytm programowania dynamicznego,
« uruchamia swoje programy w Pythonie i ewentualnie poprawia je, gdy dziataja niezgodnie ze specyfi-
kacja, testuje ich dziatanie na réznych danych.

Tresci programowe - wypisy z podstawy programowej informatyki
| + 1. Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
9. objasnia, a takze poréwnuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz struktury danych, wy-
korzystujac przy tym przyktady probleméw i algorytmow, w szczegdlnosci:
d. podejécie zachtanne (do wydawania reszty, pakowania plecaka [...]),
e. programowanie dynamiczne (do pakowania plecaka [...]).

Pojecia i metody informatyczne
« problem plecakowy,
- zasada optymalnosci Bellmana,
+ strategia zachtanna znajdowania najlepszych rozwiazan,
« metoda programowania dynamicznego - dwie fazy,
« komputerowa realizacja programowania dynamicznego.

Metody pracy w klasie

- Stowna i Ogladowa: dyskusja w klasie, moderowana przez nauczyciela; nauczyciel przedstawia problem,
wsparty przyktadem; najpierw sugeruje podejscie zachtanne, a pdzniej programowania dynamicznego.

« Czynna: uczniowie na wiasnych przyktadach stosuja podejscie zachtanne, a péZniej programowania
dynamicznego, aby otrzymac rozwigzanie problemu plecakowego; pdzniej tworza algorytm i testuja
go odrecznie na przyktadach, na koricu pisza odpowiedni program w Pythonie.

«  Aktywizujaca: uczniowie moga pracowac (programowac) w parach, dzielg zadania do wykonania mie-
dzy soba, aktywizuja sie nawzajem; podziat zadan w parze moze dotyczy¢ faz programowania dyna-
micznego.

Formy pracy uczniow
« zajecia w grupie (cata klasa) i w podgrupach, poza komputerami, dyskusje nad postawionymi przez
nauczyciela pytaniami,
« praca indywidualna: odreczne wykonywanie algorytméw na wtasnych przyktadach,
« praca indywidualna nad utworzeniem algorytmu, a nastepnie nad jego zaprogramowaniem.

33



INFORMATYKA POZIOM - SZKOtA PONADPODSTAWOWA

Przygotowanie do zajec¢ —- materialy, urzadzenia, oprogramowanie

Problem, bliski oryginalnemu z prac R. Bellmana, jest zaprezentowany i rozwigzany w ksigzce [4] w rozdz.
15. Polecamy réwniez punkt 11.2 w ksigzki [4], gdzie wszechstronnie omoéwiono problem plecakowy i metody
jego rozwigzywania.

Myslenie w kategoriach programowania dynamicznego jest przydatne przy rozwigzywaniu niektérych
zadan w konkursie Bébr. Jedno z nich znalazto sie w zestawie dla uczniéw z klas IV-VI w 2019 roku, patrz
https://www.mauthor.com/present/6596165404590080 i ponizej. Polecamy wyszukanie podobnych zadan
we wczesniejszych zestawach.

< Li d 2019
XIV KONKURS BOBR Poziom Beniamin

Droga do domu Pytanie za 5 punktéw

Bobr Tadek chce wréci¢ do domu. Na ponizszej mapie moze poruszac sie w gore lub w prawo.

W kazdym kwadracie mapy znajduja sie potwory lub

monety. Tadek zbiera wszystkie monety wzdtuz .. ..

Sciezki, ktérg podaza. Ale kiedy przechodzi przez &ﬂ G 9

kwadrat mapy, w ktérym sa potwory, musi da¢ jedng & ﬁ e

monete kazdemu potworowi. Jesli nie ma do$¢ monet, . .

by da¢ potworom, to moze je przekazac pézniej, gdy je & G & &

zdobedzie na dalszej drodze. . . .

Na mapie obok, klikajgc na od'pov‘vie?jniei pola, zaznacz 9 ﬁ& G '&

droge Tadka do domu, wzdtuz ktérej zbierze on

najwiekszg liczbe monet. '& & ‘ﬁ

*

€ x

Uwagi metodyczne dla nauczyciela dotyczace realizacji przyjetych celow i zapisow
podstawy programowej

W opisie Przebiegu zaje¢ proponujemy, by na poczatku uczniowie zajeli sie rozwigzaniem wybranych zadan
z konkursu Bébr.

Inna ilustracja zastosowania programowania dynamicznego jest opisana w ksigzce [3] w rozdz. 15. Polecamy
do ewentualnego wykorzystania - jest bardzo przejrzysta i intuicyjna, geometryczna interpretacja kolejnych
krokéw rozwigzywania jest bardzo przystepna nawet dla poczatkujgcego ucznia.

Problem plecakowy polega na zapakowaniu do plecaka o ograniczonej pojemnosci mozliwie najbardziej
wartosciowych rzeczy. W innych zastosowaniach moze to dotyczy¢ pakowania walizek, paczek, samochodu,
samolotu itp. W postaci specyfikacji ten problem definiujemy nastepujaco:

Dane: n rzeczy (towaréw, produktow itp.) R1, Rz,..., Rn, kazda w nieograniczonej ilosci; rzecz R,. wazy (lub
zajmuje miejsce o wielkosci) w, jednostek i ma warto$¢ p,. Ponadto dana jest maksymalna pojemnos¢ plecaka,
wynoszaca W jednostek.

Wyniki: llosci q,, q,...., 9, poszczegdlnych rzeczy (moga by¢ zerowe), ktérych catkowita waga nie przekracza
Wi ktérych sumaryczna wartosc jest najwieksza wsrod wypetnien plecaka rzeczami o wadze nie przekracza-
jacej W.

Rozwazania ilustrujemy przyktadem:
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Podejscie zachtanne

Pierwsze préby zapakowania najbardziej wartosciowego plecaka moga polegac na zachtannym pakowaniu,
a wiec na podejsciu, w ktérym na kazdym kroku podejmujemy najlepszg decyzje. Dwie pierwsze strategie zachtan-
ne s dos¢ oczywiste: pakujemy najcenniejsze rzeczy najpierw albo pakujemy najpierw najlzejsze rzeczy. W obu
przypadkach pamietamy, by nie przekroczy¢ pojemnosci plecaka. W ten sposob otrzymujemy rozwiazania:

Po najcenniejszych rzeczach: 7 x rzecz 5; 1 x rzecz 4 wartos¢ plecaka =7-10 + 1.7 =77
Po najlzejszych rzeczach: 23 x rzecz 6 wartos¢ plecaka = 23.2 = 46

Zapakujmy jeszcze plecak w kolejnosci nierosnacych proporcji wartosci do wagi. W naszym przyktadzie nie-
rosnacej kolejnosci tych ilorazéw (7/2, 10/3,4/2, 2/1, 5/3, 6/6) odpowiada nastepujaca kolejnosc rzeczy: (4, 5, 2,
6, 3, 1). Zatem otrzymujemy upakowanie plecaka:

Po nierosnacych proporcjach: 11 x rzecz 4; 1 x rzecz 6 wartos¢ plecaka=11+7 + 1.2 =79

Otrzymalismy najcenniejsza zawartos$¢ plecaka wsréd zachfannie pakowanych. A czy jest to najlepsze upa-
kowanie? Na to odpowie nam podejscie programowania dynamicznego.

Programowanie dynamiczne

Metode programowania dynamicznego mozna uznac za pewne zastosowanie zasady dziel i zwyciezaj. Nie po-
trafimy jednak zawczasu przewidzie¢, z ktdrych rozwigzan mniejszych probleméw bedziemy korzystac w nastep-
nych krokach i dlatego, przygotowujac sie na kazda ewentualnos¢, rozwigzujemy wszystkie mniejsze problemy.
W przypadku problemu plecakowego mniejsze problemy odpowiadaja mniejszej liczbie rodzajéw rzeczy, ktére
do niego pakujemy i mniejszej pojemnosci plecaka. Rozwiagzania wszystkich podprobleméw mozna wiec umies-
ci¢ w tablicy, ktérej wiersze odpowiadaja kolejnym rzeczom, czyli sg ponumerowane liczbami od 1 do n, a kolum-
ny sa kolejnymi pojemnosciami plecaka, od 1 az do maksymalnej dopuszczalnej, réwnej W - patrz ponizej.

ij |1 213 (456|789 (1011 |12[13|14(15|16[17 1819|2021 |22|23
1 o|o0(0|O0O|O|6|6|6 |6 |6 |6 121212121212 |18|18| 18|18 | 18|18
210|448 |8 |12[12]|16[16|20|20|24|24|28|28|32[32|36|36|40 (40|44 |44
3104|589 |12[13|16[17|20(21|24|25|28(29|32(33|36(37|40|41]|44]|45
4 |10 (7|7 (141421212828 |35|35|42|42|49|49|56|56|63|[63|70/|70|77|77
510 |7 (101417212428 |31 |35|38|42|45|49|52|56|59|63|66|70|73]|77 |80
6 | 2|7 |10[14|17 21|24 |28 |31 |35|38|42|45|49|52|56|59|63|66|70|73]|77 |80

Pola w tej tablicy oznaczmy przez P,.J., gdzie i jest numerem (indeksem) wiersza i przebiega wszystkie rodzaje
rzeczy, ktére moga by¢ umieszczone w plecaku. Kolejno$¢ rozpatrywania rzeczy nie ma znaczenia w algo-
rytmie programowania dynamicznego. Z kolei indeks j przebiega od 1, co 1, az do maksymalnej pojemnosci
plecaka W. Zatem tablica P dla naszego przyktadu ma wymiar 6 wierszy na 23 kolumny. Wartos¢ w polu P,.,jde—
finiujemy nastepujgco — jest to wartos¢ optymalnego wypetnienia plecaka o pojemnosci j rzeczami, ktérych
numery mieszcza sie miedzy 1a .

Algorytm programowania dynamicznego jest sposobem wypetniania pél tablicy P. Pola te s wypetniane
wierszami. Wypetniajac pierwszy wiersz, dysponujemy tylko rzeczami pierwszego rodzaju, ktére waza 6 jedno-
stek kazda i maja dla nas wartos¢ 6. Wynika stad, ze dla i = 1 oraz dla poczatkowych pojemnoscij=1, 2, 3, 4,
5 w odpowiednich polach tablicy znajdujg sie zera. Dopiero gdy j = 6, mozna w nim umiescic pierwszg sztuke
rzeczy nr 1. Nastepne pozycje az do j= 11 sa réwne 6, gdyz tylko jedna sztuka pierwszej rzeczy moze by¢ wto-
zona do plecaka. Gdy j = 12, mozemy umiescic juz dwie sztuki, a wiec w polu o wspétrzednych (1, 12) znajdzie
sie liczba 12 jako warto$¢ dwoch sztuk pierwszej rzeczy. | tak dalej. Kolejna zmiana wartosci nastapi na pozycji
(1, 18) i do konca tego wiersza nie ulegnie juz zmianie.

Wypetnianie nastepnych wierszy tablicy P jest juz bardziej ztozone, gdyz dysponujemy wiekszg iloscig réz-
nych rzeczy. Mozemy przy tym korzystac z juz wypetnionych wierszy. Reguta korzystania z wcze$niej obliczo-
nych wartosci w polach tablicy P jest odbiciem Zasady Bellmana. W tym szczegdélnym przypadku, w drugim
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wierszu, czyli dla i = 2, zgodnie z ta zasada za najlepsze upakowanie plecaka o pojemnosci j wybieramy albo
jego upakowanie rzeczami nr 1 (to znaczy z poprzedniego wiersza tablicy P, czyli dla i = 1), albo doktadamy
jedna rzecz nr 2 (gdy sie zmiesci), a reszte pojemnosci plecaka wypetniamy optymalnie rzeczami nr 1 lub 2.
Bardziej konkretnie, jesli pojemnos¢ plecaka j jest taka, ze zmiesci sie w nim rzecz nr 2, czyli j > w,, to wybieramy
wiekszg z dwoch wielkosci: P”. i P2J._w2+ p, — pierwsza jest wartoscia najlepszego wypetnienia plecaka o pojem-
nosci j rzeczami nr 1, a druga jest wartoscig wypetnienia plecaka, sktadajacego sie z jednej sztuki rzeczy nr 2
oraz z optymalnego wypetnienia reszty przestrzeni w plecaku, czyli j - w,, rzeczami nr 1 lub 2. Po wypetnieniu
drugiego wiersza zgodnie z t zasadg okazuje sig, ze najwartosciowsze upakowanie plecaka rzeczaminr 1 lub
2 otrzymujemy, zabierajac tylko rzeczy nr 2.

Dalsze wiersze wypetniamy podobnie. Ponizej ilustrujemy decyzje na pozycji P, .. - mamy mozliwo$¢ do-
brania jeszcze jednej rzeczy nr 3, albo rezygnacji z wszystkich rzeczy nr 3. Obliczenia pokazuja, ze wybieramy
te pierwszg ewentualnos¢. Ostatecznie rozwiazanie naszego przyktadu, czyli P, |, wynosi 80, zatem zadne roz-
wigzanie zachfanne nie jest optymalne.
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612 |7|10[14|17|21|24|28|31|35|38|42|45|49|52|56|59|63|66|70|73|77|80

rzeczy

Tablica P zawiera wartosci upakowan plecaka dla réznych jego pojemnosci, od 1 do 23, i rodzajéw rzeczy od
nr 1 do nr 6, w szczegdlnosci jaki zestaw rzeczy tworzy najcenniejsze wypetnienie plecaka w naszym przykfa-
dzie. Mozna to osiggnac, kojarzac z tablicag Ptablice Q o tych samych wymiarach, patrz ponizej. Wartoscia Q,.J.jest
numer rzeczy, ktéra ostatnia trafita do plecaka o pojemnoscij, gdy dysponujemy rzeczami o numerach od 1 do i.

W jaki sposéb mozna odczytac¢ rozwigzanie problemu plecakowego z tych dwdch tablic? Dla naszego
przyktadu, najwieksza wartos¢ plecaka o pojemnosci 23 zatadowanego rzeczami sposrdéd od 1 do 6 jest dana
w polu P, ,.i wynosi 80 (znajduje si¢ na szarym tle). Natomiast rzeczy skfadajace si¢ na wypetnienie plecaka
o tej wartosci znajdujemy w tablicy Q, zaczynajac od pola o tych samych indeksach - jest tam liczba 5. Oznacza
to, ze rzecz nr 5 byta ostatnig rzecza wtozona do plecaka. Poniewaz ta rzecz wazy 3 jednostki, wiec pozostaje do
wypetnienia pojemnos¢ plecaka réwna 23 - 3 = 20, patrzymy wiec na pole Q,,, — znajduje sig tam rzecz nr 4,
ktéra wazy 2 jednostki. Zatem przenosimy sie na pole 06,18, w ktorym jest réwniez rzecz nr 4. Kontynuujemy to
odczytywanie numerdw rzeczy z tablicy Q, az do wyczerpania pojemnosci plecaka. W tabeli ponizej na szarym
tle s3 umieszczone numery rzeczy tworzacych rozwigzanie naszego przyktadu. Zatem optymalne upakowanie
plecaka o pojemnosci 23 sktada sie z 10 sztuk rzeczy nr 4 i z jednej sztuki rzeczy nr 5.

Patrzac na to rozwigzanie, mozna uzasadni¢, dlaczego trzecie rozwigzanie zachtanne byto tak blisko od op-
tymalnego, ale nie osiggneto go. Bylismy zbyt zachtanni pod koniec tworzenia rozwigzania - nie nalezato bra¢
jeszcze jednej rzeczy nr a pdzniej rzeczy nr 6, tylko wzig¢ rzecz nr 5.
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LEKCJE

Zanim podamy szczegbtowy opis przedstawionego algorytmu, zauwazmy, ze rozwigzanie przyktadu z ta-
beli 11.1 mozna otrzymac¢, postugujac sie jedynie wektorami, czyli tablicami jednowymiarowymi zamiast dwu-
wymiarowych. Tablice P i Q sg jednak przydatne, gdy interesuja nas wyniki rozwigzania tego przyktadu dla
mniejszej liczby réznych rodzajéw rzeczy. Powyzsze rozwazania zakoriczmy doktadniejszym opisem algorytmu
programowania dynamicznego dla problemu plecakowego.

Dane: n rzeczy, kazda w nieograniczonej ilosci, wazacych w;, i majacych wartos¢ p, (i =1, 2,..., n). Ponadto
dana jest maksymalna pojemnos¢ plecaka, wynoszaca W.

Wyniki: Tablica wartosci P,.J. najlepszych upakowan plecaka o pojemnosci j rzeczami rodzajéw od 1 do j, dla
i=1,2,..,norazj=1,2,., W; skojarzona tablica rodzajéw rzeczy QI.J., dotozonych w ostatnim dopakowaniu
plecaka.

Krok 1. {Ustalenie wartosci poczatkowych w tablicach P i Q rozszerzonych, dla ujednolicenia obliczen,
o wiersze i kolumny zerowe.} Dlaj =1, 2,..., W przypisz POJ. =0, QOJ:= 0.Dlai=1, 2,..., n przypisz P,.’0 =0, Q,.’0 =0.

Krok 2. Dla kolejnych rzeczy i =1, 2,..., n wykonaj krok 3.

Krok 3. Dla kolejnych pojemnosci plecaka j = 1, 2,.., W wykonaj krok 4.

Krok 4. Jesli j > w, {czyli, gdy pojemnos¢ plecaka jest wystarczajaca, by pomiescic rzecz i}

oraz P <P _ +p +p

ij-wi

to B, =0, +p;Q:=i

i-Lj i.j-wi

w przeciwnymrazie P..=P. _:Q.:= Q. . {pozostawiamy wartosci z poprzedniego wiersza}
i i—1} i i-1j

Zauwazmy, ze wzory w Kroku 4 na wartosci w tablicy P maja postac zaleznosci rekurencyjnych, dla ktérych
warunki poczatkowe sa okreslone w Kroku 1.

Zapisanie tego algorytmu w Pythonie pozostawiamy do samodzielnego wykonania — to dwie instrukcje
petli, jedna w drugiej, i dla kazdej pary indekséw, po sprawdzeniu warunku, po jednym przypisaniu w kazdej
tablicy (patrz punkt 11.2 w [4].

Przebieg zajec
Przebieg tych zajec jest zaproponowany w Uwagach metodycznych i w przygotowaniu do zajec. Powtérzmy

w skrdcie najwazniejsze etapy.

1. Dyskusja w cafej klasie. Na poczatku nauczyciel przedstawia wybrane zadanie z konkursu Bébr i poleca ucz-
niom rozwigzanie innych podobnych zadan, w ktérych nalezy postuzy¢ sie tg sama metoda.

2. Indywidualna praca uczniéw. Uczniowie rozwiazuja zadania z konkursu Bobr. Swoje rozwigzania konsultuja
z wyjasnieniami, ktére towarzysza zadaniom, w ktérych jest podane rozwigzanie wraz z uzasadnieniem.

3. Indywidualna praca uczniéw. Nauczyciel rozdaje siatke z liczbami, podobna do uzytej w rozdz. 15 w [3] i po-
leca wypetnic ja zgodnie z zasadg, ktdéra podaje.

Dalsza cze$¢ zajec jest szczegdtowo opisana w Uwagach metodycznych.

4. Ponownie wspdlinie. Nauczyciel krétko wyjasnia, jaki bedzie przebieg dalszych zajec i i aktywnosci uczniéw.
Jednoczesdnie rozdaje kartki z danymi oraz puste tabele do wypetnienia. Moze skorzysta¢ z przyktadu po-
danego w Uwagach metodycznych.

5. Indywidualna praca uczniéw. Uczniowie pracujg samodzielnie nad otrzymaniem rozwigzan zachfannych
i wypetnieniem tabel dla rozwigzania optymalnego.

6. Indywidualna praca uczniéw. Uczniowie programujg algorytm programowania dynamicznego, testuja go
na przyktadach wczesniej odrecznie przeliczonych.

7. Indywidualna praca ucznidw i ich ocena. W przypadku zadan programistycznych nauczyciel motywuje ucz-
niéw, wyzej oceniajac ich wktad, jesli program zostat utworzony samodzielnie (przez ucznia lub w parze
z innym uczniem), nie korzystajac z gotowych rozwigzan, ktérych obecnie jest bardzo wiele dostepnych
w sieci.

8. Dyskusja podsumowujgca. Nauczyciel inicjuje dyskusje na temat programowania dynamicznego jako me-
tody otrzymywania optymalnych rozwiazan. Dyskusja moze takze dotyczy¢ pracochtonnosci metody — czy
zdaniem ucznidw jest efektywna, czy nie? Sam program jest bardzo prosty, ale liczba wynikdéw wypetniaja-
cych tabele moze sie wydawag, ze jest dos¢ duza. A ile doktadnie — nauczyciel prosi uczniéw, by policzyli.
Teoretycznie algorytm programowania dynamicznego nie jest efektywny.
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Modyfikacja, poszerzenie zakresu, kontynuacja zajec

W literaturze i w réznych konkursach mozna znalez¢ wiele zadan, ktérych rozwigzanie sprowadza sie do
zastosowania programowania dynamicznego.

Ze wzgledu na do$¢ duzg ztozono$¢ tematu i wielu aktywnosci ucznidw sugeruje sie, by temat programo-
wania dynamicznego roztozy¢ na 2-3 lekcje. Pierwsza powinna by¢ poswiecona wyrobieniu intuicji na przykfa-
dach, takich jak zadania z konkursu Bébr czy problem z rozdz. 15 w ksigzce [3]. Kolejna lekcja moze dotyczy¢
podejscia zachtannego. Wreszcie wydzielona godzina moze wystarczy¢ na oméwienie algorytmu programo-
wania dynamicznego wraz z napisaniem dla niego programu.
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