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MATEMATYKA POZIOM - SZKOLA PODSTAWOWA

WSTEP Wspomniane programy komputerowe sg dyna-

Niniejsza publikacja powstata z mysla o nauczycie- miczne, pozwalaja uczniom inaczej spojrze¢ na mate-
lach matematyki i ich uczniach. Nauczyciele bardzo ~Matyke i wyzwoli¢ w nich dynamiczny sposob mysle-
sie staraja, by wzbudzi¢ wieksze zainteresowanie ucz- nia. To wtasnie jest tg nowoscia, ktéra zmienia sposéb

niéw i wyzwoli¢ w nich zaangazowanie. Uczniowie ~Nauczania matematyki.

natomiast oczekuja od polskiej szkoty ciekawych lek- Konstrukcje dynamiczne darmowego programu
cji inspirujacych ich do samodzielnej pracy i poszuki- komputerowego GeoGebra daja inne swiatto na po-
wania wiasnych pomystow. znawanie matematyki i lepsze jej zrozumienie. Poru-

Niniejszg publikacja chciatbym zainspirowa¢ na- szajace sie obiekty poznawane przez ucznidw stajg sie
uczycieli do takich dziatar, by obie wymienione ©biektami, na ktérych dokonujemy eksperymentow,
grupy spoteczne byly zadowolone ze wspétpracy ze  dzigki ktérym uczniowie:
soba. Pragnatbym, aby pasje matematyczne, ktére * Uczasie eksperymentowac z matematyka,

podobno posiadam, byly przelane na nauczycieli, * ©dkrywacja,

a potem na ich uczniéw. + samodzielnie poznawac i definiowa¢ nowe pojecia,
Ksigzka, ktéra trzymaija Panistwo w swoich rekach, obserwowac wszystkie mozliwe przypadki danej
ma mie¢ charakter podrecznika dydaktycznego z ma- sytuadji,

tematyki wspomagajacego Paristwa prace w szkotach ~ * prawidtowo postrzegac przestrzen tréjwymiarowa,
podstawowych i szkotach érednich, ktére tu bede na- *  szybko  dostrzegaC  niezmienniki  obiektow

zywat liceami. w trakcie zmiany ich ksztattu, wielkosci i potozenia
Skfada sie ona z lekgji, ktére zawieraja konkretne wzgled.em i,nnych obiektow, . _

problemy lub serie kilku lekcji dotyczacych tematyki *  Poszukiwac heurystyk pozwalajacych rozwiazy-

skupionej wokét jednego zagadnienia. Staratem sie wac 'Fruldne zada.nla, ' . N

o to, by tematy lekgji dla uczniow liceum byly przenie-  *  stawiac dostrzezone hipotezy i uczyc ich dowo-

sieniem na wyzszy poziom tematyki poznanej wczes- dzenia,

niej w szkole podstawowej. « ksztatci¢ wyobraznie przestrzenna uczniéw.
Kazda lekcja sktada sie z wstepnych uwag dydak- Lekcje tak przeprowadzone sa nie tylko efek-

tycznych dla nauczyciela, w ktérych przekazuje cele towniejsze ale réwniez i efektywniejsze. Uczniowie
i sposoby przeprowadzenia lekcji oraz samej lekcji, % wigkszym zainteresowaniem angazujg swoje sity
ktéra jest najczesciej skonstruowana (jesli sie to mentalne, czuja sie odkrywcami, a nauczyciel tatwiej
da) na bazie pliku dynamicznego GeoGebry. W ten moze ocenia¢ ich prace na lekcji. Przyszli inzynie-
sposob nauczyciel moze po przeczytaniu uwag dy- rowie, fizycy, technicy, konstruktorzy i ekonomisci,
daktycznych przeprowadzi¢ taka lekcje wedtug mo-  UCZac sig w taki sposob, sa przygotowani do innego
ich wskazéwek. Nie bedzie ona swych charakterem ~Myslenia w swoim przysztym zawodzie, w sytuacjach
przypominaé tradycyjnie przeprowadzanych lekcji nowych, nieznanych, wymagajacych dobrej wyobraz-
matematyki, gdyz narzedzia uzywane do nich to Niipodejmowania prawidtowych decyzji.
gtéwnie pliki dynamicznych programéw kompute- Konstrukcje GeoGebry sa utworzone w taki spo-
rowych. séb, ze pozwalaja przeprowadzi¢ caty lekcje krok
Jestem goracym zwolennikiem nauczania ma- PO kroku lub cofnac ja, a nawet rozpoczac od nowa.
tematyki przez jej odkrywanie, ktére moze sie od- Uczen, ktory z jakich$ waznych powodéw nie byt
bywa¢ z powodzeniem z uzyciem technologii kom- na lekcji, moze te lekcje powtdrzy¢ samodzielnie
puterowych, gdyz narzedzia te pozwalajg odbywa¢ ~w domu. Wystarczy mu tylko dostarczy¢ jq na ptytce
na lekcji eksperymenty, w wyniku ktérych uczen lub wysta¢ e-mailem.

poznaje i definiuje nowe obiekty i stawia hipotezy Tak przygotowana konstrukcja umozliwia estetycz-
bedace przyczynkiem do odkrywania nieznanych ne wykonanie konstrukgji, wykresu, przeksztatcenia
im twierdzen. lub zmiany parametréw rozwigzywanej sytuacji. Ucz-

Narzedziami stosowanymi w tej publikacji s3: pro-  niowie oczywiscie muszg samodzielnie wykona¢ kon-
gram GeoGebra (polecam wersje 5.0) oraz SketchUp  strukcje, narysowa¢ omawiane obiekty, grafy funkgji
(polecam wersje 15.0). Oba programy sg darmowe i sporzadzi¢ notatki w swoich zeszytach, na co mamy
i mozna je w kazdej chwili pobrac z Internetu. Od  czas, gdyz dzieki komputerowi przeprowadzamy lek-
dwoéch miesiecy program SketchUp przejeta od Go-  cje w formie,przyspieszonej”i bardzo doktadnej. Wie-
ogle firma Trimble, ktéra zmienita polityke dostepu  my z wlasnego do$wiadczenia, jak czasami,pechowo”
do tego programu. i nieudolnie narysowana na tablicy sytuacja moze




zepsu¢ calg lekcje. Nie mozemy oszukiwacd ucznia.
Musimy wykona¢ dla niego bardzo doktadnie wizua-
lizacje na ekranie komputera. Ponadto nalezy pamie-
ta¢, ze mamy lekcje realizowana dynamicznie, a wiec
ujawniajaca o wiele wiecej szczeg6téw niz lekcja prze-
prowadzona ze zwykfa tablica. W sytuacji, gdy uczen
popetni jaki$ btad, mozemy go szybko zweryfikowac,
poprawi¢, a przy odrobinie szczescia odkry¢ cos$ nie-
Znanego nam.

Tak przeprowadzane lekcje sg bardziej interesujace
dla uczniéw. Uczniowie po takich lekcjach mowig, ze
,C0$ ciekawego sie na lekgji dziato”. Ja ze swojego do-
$wiadczenia w pracy z uczniami przy komputerze (od
1993 roku z programem Cabri, a potem z GeoGebrg)
musze potwierdzi¢ jeszcze jeden wazny efekt takie-
go nauczania: uczniowie zmieniajq swoje myslenie,
ktére nazwatem ,mysleniem dynamicznym’”. Objawia
sie to niezwyktymi reakcjami uczniéw w trakcie lekcji.
Na przyktad stwierdzaja, ze jesli bedziemy poruszac
myszg jaki$ punkt po pewnym obiekcie (przyktadowo
po prostej), to inny punkt (oni go wskazujg) bedzie sie
poruszat po innym obiekcie — tez go wskazuja. Oczy-
wiscie uczniowie powinni przenies¢ wszystko to, co
dzieje sie na ekranie komputera, projektora lub tabli-
cy interaktywnej do swoich zeszytéw. Moga, a nawet
powinni wykona¢ komoérka zrzut ekranu, by w zaci-

GeoGebra pracuje w kilku trybach
zwanych w programie widokami.
Kazdy z nich uruchamiamy;,
wybierajac wczesniej opcje Widok
w menu gtéwnym programu (rys. 1).

Widok Algebry, mylnie tak
nazwany, nie ma nic wspdlnego
z algebry, lecz pokazuje
w dodatkowym oknie wszystkie
obiekty, ktére uzywamy aktualnie
w konstrukgji.

Widok Arkusza pozwala pracowac
z arkuszem kalkulacyjnym podobnie
jak Excel.

CAS uruchamia okno algebry i tam
mozemy dziata¢ na wyrazeniach
algebraicznych, wielomianach
i funkcjach wymiernych, sprowadzac
do wspdlnego mianownika,
rozktadac na czynniki itp.

LEKCJE

szu domowym jeszcze raz przemysle¢ rozwigzywane
problemy z lekcji.

Moje badania w szkole $redniej po trzech miesia-
cach uczenia matematyki z komputerem w taki spo-
séb daty takie rezultaty, jakich nie dato uczenie przy
tradycyjnej tablicy. W wielu przypadkach, popetniajac
btad, uczniowie odkrywali dzieki niemu nowe niezna-
ne twierdzenia ze szkolnej matematyki.

Uczniowie szkoty podstawowej jeszcze tatwiej ra-
dzili sobie na takich zajeciach z matematyki. Nie byli
,zarazeni” tradycyjnym nauczaniem i z fatwoscia sa-
modzielnie pracowali przy komputerze. Uczniowie
klasy Il i lll SP na dodatkowych zajeciach w jednej
z wiejskich szkét z powodzeniem budowali z bryt
platonskich w programie SketchUp wielosciany ar-
chimedesowe przez odcinanie ich fragmentéw po
uprzednim rozcinaniu ich odpowiednimi ptaszczy-
znami. Przygotowanie do pracy z tym programem
wymagato tylko osmiu godzin. Potem juz sami wie-
dzieli, co i w jaki sposéb nalezy usuwac z wieloscianu
bazowego, by uzyskac inny. Ich pomysty byly nieraz
dla mnie mitym zaskoczeniem.

W publikacji tej uzywane sg narzedzia programu
GeoGebra oraz programu SketchUp. Nauczycielom,
ktérzy nie spotkali sie z tymi programami, dedykuje
maty instruktaz postugiwania sie nimi.

@ GeoGebra Classic 5
Plik Edycja Widok Opcje Narzedzia Okno Pomoc

Ctrl+Shift+A

2 Widok Algebry [
:" Widok Arkusza Ctrl+Shift+S
= cas Ctrl+Shift+K |
@ Widok Grafiki Ctri+Shift+1 |
(_& Widok Grafiki 2 Ctrl+Shift+2
0 Widok Grafiki 3D Ctrl+Shift+3
v Protokdt Konstrukcji Ctrl+Shift+L
4. Kalkulator Prawdopodobieristwa Ctrl+Shift+P
] Kiawiatura
¥ Pole wprowadzania
¢ Ukad...

& 0déwiez Widoki Ctri+F

Przelicz Cirl+R
rys. 1
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.A Punkt / Prosta przez dwa punkty '/ Proste prostopadte > Wielokat @ Okrag o danym érodku przechodzacy przez punkt
{‘\ Punkt na Obiekcie " Odcinek " Prosta réwnolegta I} Wielokat foremny @ Okrag o danym érodku i promieniu
= £
‘f PrymocujlOdiaczPu nkt o~ Odcinek o okreélonej dtugosci >< Symetraina > Wielokat o Stalym Ksztatcie | \.o7  Cyrkdel
ik .~ Dwusieczna kata ) Okrag przez 3 punkty
SeRET i Prsciede dwich obi ektow o Poiprosta = B wioratwertorows Q
.. *| S &roaex :; tamana ‘é Styczne P Pétokrag wyznaczony przez dwa punkty
N A
z Q Biegunowa lub prosta zawierajaca $rednice .\ tuk o danym $rodku przechodzacy przez dwa punkty
° Liczba zespolona / Wektor miedzy dwoma punktami  ®
X q tuk przechodzacy przez trzy punkty
N Ekstremum ./; Wektor z punktu ;/"m Linia trendu
f Y { o Wycinek kota o danym $rodku przechodzacy przez dwa punkty
GEEETY \>:\ Miejsce geometryczne Q
q) Wycinek kotowy wyznaczony przez trzy punity na tuku
rys. 2
L a=2
L4 . & = o
@ Elipsa é Kat x Symetria osiowa 332 suwak 4}’ Preemioszczafobszanrobacy
Ne ) o : . = W Q Przybliz
e Hiperbola &7, Kato danej mierze o* | Symetria srodkowa ABC Wstaw tekst
\ e i Oddal
& em o o Inwersja punktu wzgledem okregu Obraz Q
NS Paraola 7 odtagtost s dugos o jap gle e M
°
‘ em? Pol B Obrdt wokét punktu Przycisk L ] Pokaz / ukryj obiekt
O Krzywa stozkowa przez 5 punktow w ole
j Nachylenie ./:‘ Przesuri obiekt o wektor v ° Pole wyboru Pokaz / Ukryj obiekt AA PokazUkrj etykiete
. 24
..‘ Jednoktadnosé a=1Wstaw Pole tekstowe A Kopiuj styl
{1,2} Lista
? 1 3
a=p Relaca B Usui

Badanie wtasnoéci funkcji

rys.3

Widok Grafiki to gtéwny ekran geometrii, w kto-
rym rozwigzujemy problemy planimetrii, a po wpro-
wadzeniu uktadu wspétrzednych mozemy prezento-
wac wykresy funkgji i badac je.

Widok Grafiki2 to drugi pomocniczy ekran geo-
metrii.

Widok Grafiki 3D umozliwia prace na obiektach
geometrii 3D, a wiec graniastostupach, ostrostupach,
wieloscianach foremnych, platoriskich wybranych
bryfach obrotowych dokonywac ich przekrojéw i roz-
ktadac¢ ich siatki.

Problemy, ktérymi bedziemy zajmowac sie w ni-
niejszej publikacji, beda wymagaty niewielkiej znajo-
mosci ekranu 2D i ekranu 3D.

{ Okrag o danym Srodku przechodzacy przez punkt
Wybierz Srodek okregu, potem punkt na okregu

rys. 4

Na rysunku widoczne sg grupy narzedzi ekranu
Geometri 2D. Jest ich facznie10. Pierwsza ikona
zwana ikong zerowa nie zawiera waznych narzedzi.
Jej uruchomienie wytacza ostatnio uzywane narze-
dzie i powoduje przejscie do trybu edycji. Mozna ja
tez uaktywnic przez wcisniecie klawisza ESC.

W trybie edycji mozemy wéwczas wykresli¢ dowolny
ksztalt, uzywajac Ksztaft Odreczny lub Piéro albo prze-
suwac (Przesun) lub obracac (Obrét) utworzone obiekty.

Narzedzia najczesciej uzywane znajduja sie w po-
zostatych 10 grupach (rys. 2 i rys. 3), ktére otwieramy,
klikajac w ikone danej grupy. Ikona, ktdra sie ukazuje,
wskazuje ostatnio uzywane narzedzie w danej grupie.

Ikona 1 zawiera 8 narzedzi typu Punkt,

Ikona 2 zawiera 7 narzedzi typu Odcinek, Prosta.
Ikona 3 zawiera 8 narzedzi konstrukcyjnych typu
liniowego,

Ikona 4 wprowadza na ekran wielokqty,

Ikona 5 pozwala wywota¢ narzedzia typu kotowego,
Ikona 6 umozliwia kreslenie stozkowych,

Ikona 7 zawiera narzedzia mierzenia,

Ikona 8 ukrywa pod soba narzedzia przeksztatcen
geometrycznych,
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oA Punkt

T I f I
:>- Wielokat

[} Wielokatforemny

A\ Punktna Oviekcie

X Przeciecie dwdch obiekiow

* | Srodek

‘,/ Przymocuj/Odtacz Punkt O Okrag przez 3 punkty

(j tuk przechodzacy przez trzy punkty

o™ Prosta przez dwa punkty

" Odcinek

@ Elipsa
| Odcinek o okreélonej diugosci

E\': Hiperbola
' Poiprosta =

\\!, Parabola

7" Wektor migdzy dwoma punktami
O Krzywa stozkowa przez 5 punktow
o7 Wekorzpunku

Styezne

LN

X LTl (M|

Biegunowa lub prosta zawierajaca érednice

Miejsce geometryczne

rys.5

Ilkona 9 pozwala uruchomi¢ suwaki, przyciski
i wstawi¢ obraz lub tekst,

Ikona 10 - zamyka liste narzedzi — uaktywnia usu-
wanie, powiekszanie, kopiowanie.

Uzywanie narzedzi utatwia Pomoc, ktéra pojawia
sie po ustawieniu kursora myszy w poblizu wybrane-
go narzedzia - rys. 4

Kolejny ekran, ktory bedziemy stosowac w tej pub-
likacji, to Ekran Grafiki 3D.

Jego menu jest bardzo podobne do menu 2D (rys.
5) poza narzedziami, ktére stosuje sie wytacznie dla
obiektéw tréjwymiarowych. Na przyktad inaczej kon-
struuje sie tutaj okrag — nalezy wskazac jego o0$ syme-
trii i punkt lezacy na nim, lub $rodek, prosta réwnole-
gta do osi tego okregu i dlugos¢ promienia.

W niniejszej publikacji uzycie danego narzedzia 2D
lub 3D bedzie opisane jego potozeniem w danej gru-
pie i pozycja, jaka w niej zajmuje. Na przyktad wywo-
tujac narzedzie okregu przez trzy punkty, w geometrii
2D bedzie opisane jako narzedzie 5/4, a w geometrii
3D jako 5/3. To utatwi czytelnikowi samodzielne wy-
konanie danej konstrukgji.

Wszystkie konstrukcje wykonane sg w ten sposéb, ze
wystepuja w nich przyciski umozliwiajgce poruszanie
sie po konstrukgcji ponumerowanymi etapami naprzéd
lub wstecz. To pozwala nauczycielowi przeprowadzi¢
kazda lekcje krok po kroku, a jesli nauczyciel udostepni
taka konstrukcje uczniowi, ten moze ja w domu powté-
rzy¢ w tempie dostosowanym do jego mozliwosci.

é Przecigcie dwéch powierzchni

d_) Okrag o danej osi przechodzacy przez punkt

Ci; Okrag o danym $rodku, promieniu i kierunku

.\ Luk o danym érodku przechodzacy przez dwa punkly

Q Wycinek kota 0 danym érodku przechodzacy przez dwa punkly

q Wycinek kotowy wyznaczony przez trzy punkty na tuku
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CIPARNIZEES

Wstaw tekst }

Ostrostup

'fj Graniastostup

*A Utwérz ostrostup

Wyblerz potozenie lub istniejacy punkt

° | symetria wagledem paszczyzny

x Symetria osiowa

«° Symetria srodkowa

f@ Utworz graniastosiup

Py
-

E; Walec
A caworosian
»

Tl seescian
§ Siatka

®  Obr6t wokét prostej

«% | Presuf obiekt o wekior

o Jednoktadnosé

br6é Widok Grafiki 3D

Przemieszczaj obszar roboczy

>
%
@ Kula: §rodek i punkt @ Papiz
a
LJ

@ Kula: $rodek i promieri Oddal

Pokaz / ukryj obiekt

'é- ket AA PokazlUknj etykiete
o
& Piaszczya praez trzy punidy / Odlegios¢ lub diugosé & Kopiujsyi
Prosta prostopadia om?
Plaszczyzna pd Pole B Usui
Prosta réwnolegta o
3 T4 Ovietosc
. 2ezyzn
Dwusieczna kata | - Ftaszcyma prostonsces @ Zobazprzed

#®  Ptaszczyzna réwnolegta

Taki sposdb uczenia z konstrukcjami GeoGebry
umozliwia nauczanie indywidualne ucznia, unikajac
jego stresu i niepowodzen w uczeniu sie matematyki,
jednoczesnie realizujac zasade odkrywczego naucza-
nia tego przedmiotu.

Przy tytule kazdej lekcji dopisany jest symbol SP
lub LO oznaczajacy poziom nauczania w szkole pod-
stawowej lub szkole srednie;j.

Z matematyka to jest tak, ze albo przyktady za-
czerpniete z zycia i zaobserwowane w otaczajacej nas
przyrodzie bierzemy pod,matematyczna lupe”i stara-
my sie zrozumiec je i ich dziatanie, albo tworzymy co$
w matematyce czysto teoretycznego, a potem odnaj-
dujemy to w zyciu i przyrodzie. Czesciej spotykamy
sie z tym pierwszym przypadkiem.

Dlatego tez niektore lekcje sa tak utworzone, by po
poznanej teorii na kolejnej pojawit sie problem wziety
z zycia, w ktérym poznana teoria pozwala zrozumiec
i rozwigzac ten zyciowy problem. Uczniowie powin-
ni dostrzega¢ konieczno$¢ poznawania matematyki,
w ktérej tkwi klucz do zrozumienia wielu praktycznych
zjawisk. Przyktadem moze by¢ wybér miejsca, z ktére-
go ogladamy obraz w muzealnej sali, ktéry nie jest tak
oczywisty i zupetnie nieprzypadkowy. Jedna z lekgji
w klasie 1 liceum opisze doktadnie taka sytuacje.

Wyjatkowym przyktadem ilustrujacym korelacje
miedzy matematyka a przyroda jest pojecie zltotej
liczby. Ztoty podziat, wartos¢ ztotej liczby i ztoty ciag
Fibonacciego przewija sie w matematyce niemal
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w kazdym momencie jej poznawania. Temu zagad- cie poréwnywania go do tréjkata — w szczegdlnosci

nieniu i najnowszym odkryciom dotyczacym zilotej réwnobocznego.

liczby bedzie poswieconych kilka lekcji. Film ,Czy widzimy czwarty wymiar” ma na celu
Do pracy dotaczam réwniez dwa filmy 45, ktére na-  zrozumienie idei czwartego wymiaru, ktéry czesto

uczyciele moga z powodzeniem wykorzystac¢ na lek- ludzie mylg z czwartym wymiarem w sensie fizycz-

cjach okazjonalnie, np. w Dniu Liczby PI. W zasadzie nym, gdzie oprécz osi OX, OY i OZ mamy czwarta

oba filmy nadaja sie dla uczniéw ostatnich dwéch klas  0$ — 0$ czasu. Czwarty wymiar jest w tym filmie bar-

szkot podstawowych oraz dla licealistéw. dzo prosto i przystepnie wprowadzony w formie
Film,Czworoscian foremy” mozna pobrac réwniez  powtorki catej geometrii jedno-, dwu- i tréojwymia-
z Internetu pod adresem: rowej i intuicyjnie na ich bazie wprowadzonej czte-

https://www.youtube.com/watch?v=I1JFh7dKLdA rowymiarowej. Tez jest dostepny na YouTube pod
Omawia on interesujace i mato znane wiasnosci  adresem:
czworoscianow, w szczegdlnosci foremnego w aspek-  https://www.youtube.com/watch?v=1xzFuFKMILO
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MATEMATYKA POZIOM - SZKOLA PODSTAWOWA

SP 01 - SYMETRALNA DWOCH PUNKTOW

Pojecie symetralnej stanowi baze do poznawania kolejnych poje¢, takich jak symetria osiowa, figury syme-
tryczne, wykresy symetryczne wzgledem danej osi itp.

Prosze zwréci¢ uwage, ze tematem lekgcji nie jest ,symetralna odcinka’, lecz symetralna dwéch punktéw.
Wiemy przeciez, ze do konstrukgcji symetralnej nie jest potrzebny zaden odcinek, wystarcza tylko dwa punkty
i cyrkiel.

Dawniej, gdy nie byto komputeréw, nie moglismy z uczniami méwic o symetralnej dwéch punktéw. Méwito
sie wiec o symetralnej odcinka jako prostej prostopadtej do odcinka, przechodzacej przez jego $rodek. Takiej
definicji uczniowie sie wéwczas uczyli na pamie¢, nie rozumiejac jej.

Byto to tym trudniejsze do zrozumienia, gdyz symetralng wyznaczato sie konstrukcyjnie cyrklem. Absolwen-
ci szkét podstawowych, a pozniej rowniez gimnazjéw poznawali w liceum ,nowa” definicjg symetralnej jako
zbioru punktéw spetniajacych pewna wtasnos¢. Byto to wiec mate nieporozumienie w nauczaniu tego zagad-
nienia. Dzi$ w dobie komputeréw mozemy juz w szkole podstawowej tak zdefiniowac symetralng jak kiedys
w liceum, czyli wprowadza¢ symetralng dwdch punktéw, a niekoniecznie odcinka, gdyz on nie uczestniczy
w konstruowaniu tej symetralne;j.

To, co byto niegdys w szkole podstawowej definicja, teraz moze by¢ juz twierdzeniem, ktére zresztg bardzo
tatwo sie dowodzi z uczniami szkoty podstawowej. Nie ma wiec juz nieporozumienia w pojeciu tego samego
zagadnienia.

Celem tej lekgji jest zdefiniowanie w szkole podstawowej symetralnej jako zbioru punktéw rownooddalo-
nych od dwdch ustalonych punktow.

Tak wprowadzone pojecie jest bardziej naturalne, bo zgodne z jej konstrukcja. Uczniowie wykonuja te sy-
metralng w sposéb konstruktywistyczny i rownocze$nie poznaja wiasnosci konstruowanych cyrklem punktéw.

Przebieg lekcji:
« dane sg dwa punkty AiB.
« wskaz co najmniej dwa punkty, ktérych odlegtosci od punktéw A i B s3 takie same.

Uczniowie wskazuja najczesciej jeden punkt - srodek miedzy punktami A i B. Maja trudno$¢ z odnalezie-
niem innego takiego punktu.

Pytamy ich, czy to jedyny punkt jednakowo odlegty od A i B. Po chwili uczniowie wskazujg w przyblizeniu
prawdopodobne potozenie drugiego punktu. Pytamy, jak go skonstruowac¢ metodami klasycznymi, czyli cyr-
klem i linijka. Czesto zdarza sie, ze uczniowie w tym momencie nie wiedza, jak postagpic¢ dalej.

Uczac konstrukgji, powinnismy uswiadomi¢ ucznidw, ze punkt jest tworzony na ptaszczyznie w sposob
umowny - np. jest kreslony otéwkiem albo powstaje jako przeciecie sie dwdch prostych, odcinkéw, okregow
lub ich tukéw.

Bardzo dobrze to wida¢ w programach komputerowych, gdzie widzimy wzrokowo punkty przeciecia sie
okregow, ale komputer ich nie widzi.

Dopiero wybor narzedzia Przeciecie dwoch obiektow (w GeoGebrze 1/4) pozwala po wskazaniu tych okre-
gow utworzy¢ punkty ich przeciecia. Takie postepowanie przybliza uczniom prawidtowe ich myslenie.

Wiaczamy przygotowany plik GeoGebry SPO1 symetralna.ggb, ktéry poprowadzi nas przez dalsze etapy
lekcji. Oto kontynuacja tej lekgji:

« Juz wiemy, ze punkt P (Srodek miedzy A i B) spetnia warunki zadania.

- Jaka jest jego odlegtos¢ od obu tych punktow?

« Mierzymy ja, korzystajac z narzedzia 7/3 — uczniowie odczytuja te odlegtosc.

«  Czy potrafimy znalez¢ inny punkt R, ktory jest odlegly od A i B wiecej niz odlegtos¢ |AP|=|BP|?
«  Niech przyktadowo |AP| =4 cm.

«  ZnajdZzmy punkt R odlegty od punktéw A i B wiecej niz4 cm - np. 10 cm.

«  Gdzie lezg wszystkie punkty odlegte od punktu A o 10 cm?

« Jaka figure tworza?




LEKCJE

Uczniowie powinni wiedzie¢, ze punkty odlegte od punktu A o 10 cm lezg na okregu o $rodku A i promie-
niu dtugosci 10. Jest to okazja przypomnienia pojecia okregu jako zbioru punktéw spetniajacych okreslong
wiasnos¢. Na tej zasadzie uczniowie kreslili w mtodszych klasach cyrklem okrgg. Podobnie punkty odlegte od
punktu B o 10 cm lezg na okregu o srodku B i promieniu diugosci 10.

«  Skonstruujmy w GeoGebrze te dwa okregi.

«  Utworzymy najpierw odcinek €D o dtugosci 10 cm - najlepiej odmierzmy go na wykreslonej pétprostej
od punktu C.

« Odcinek ten bedzie promieniem konstruowanych okregéw.

«  Wykreslimy okrag narzedziem Cyrkiel (5/3), wskazujac odcinek €D, a nastepnie punkt A.

«  Podobnie powtérzymy to z punktem B.

« Gdzie znajduje sie punkt R réwnoodlegty od A i B?
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W tym momencie uczniowie powinni wskaza¢ jeden z dwéch wspodlnych punktéw obu okregéw. Wpraw-
dzie uczniowie nie znajg logicznego pojecia koniukcji dwoch zdan, ale intuicja podpowiada im, ze musza to
by¢ punkty, ktére leza na jednym i drugim okregu réwnoczesnie.

« Czyto jedyny punkt uzyskany tym sposobem?

« Jesli znajdziemy drugi, oznaczmy go jako Q.

« Poruszajmy punktem D na potprostej, zmieniajac tym samym dtugos¢ promienia obu okregow.

« Codostrzegamy?

«  Wiaczmy slad punktéw R i Q, klikajac prawym przyciskiem myszy w punkty R i Q i wybierajac z menu
kontekstowego narzedzie Slad - rys.2.

« Jaka krzywa wykreslaja slady punktéw R i Q?

« Czy w trakcie zmiany promienia obu okregéw zawsze istniejg punkty R i Q, czy czasem oba znikajg?
Kiedy?

Po tym pytaniu uczniowie powinni odkry¢ warunek przecinania sie obu okregéw w dwéch punktach: Odle-
gtos¢ AB musi by¢ mniejsza niz dwukrotna diugos¢ promienia obu okregéw.

Uzupetnij zapis:
Punkty Qi Ristniejq tylko wtedy, gdy .............cccoceeeninn.n

W tym momencie warto pokaza¢ uczniom caty ciag okregdéw, ktdre przecinaja sie w punktach lezacych na
jednej prostej. Uaktywnijmy opcja Slad dwa okregi o srodkach A i B. Poruszajmy ponownie punktem D, zmie-
niajac réwne dtugosci ich promieni. Co otrzymamy na ekranie GeoGebry - rys. 37
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Odswiezmy przez wcisniecie CTRL+F $lady punktéw Ri Q.
Wybierzmy z menu narzedzie o nazwie Symetralna (3/3) i wskazmy punkty Qi R.
Czym jest tak utworzona symetralna?
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rys. 4

Uczniowie z fatwoscig powinni zauwazy¢, ze symetralna pokrywa sie ze sladem, jaki pozostawiaja punkty R
i Q w trakcie zwiekszania dtugosci promieni |CD| okregéw o srodkach Ai B.
« Uzupehijmy zapis:
Symetralna dwdch punktéw A i B jest zbiorem wszystkich punktéw, ktére

W ten sposdéb uczniowie poznaja pojecie symetralnej dwoch punktow jako zbior punktow jednakowo od-
legtych od tych punktéw. Pojawia sie wiec oczekiwana definicja symetralne;j.
Teraz czas na konstrukcje symetralnej dwoch punktéw bez komputera z uzyciem prawdziwego cyrkla na
szkolnej tablicy i powtdrzenie jej w zeszytach ucznidw.
«  Chcemy skonstruowac cyrklem symetralng dwdch dowolnych punktéw Ki L, czyli prostg utworzona
przez punkty o znanych nam juz wtasnosciach.....
«  Co potrzebujemy, by te prostg wyznaczy<¢?
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LEKCJE

Uczniowie wiedzg, ze prosta wyznaczaja jednoznacznie dwa rézne punkty. Skad je wzig¢?
« Prosta ta jako symetralna wyznaczona jest przez dwa punkty jednakowo oddalone od punktéw Ki L.
«  Wystarczy wiec skonstruowac tylko dwa takie punkty .... to juz potrafimy zrobi¢ ... wykreslamy prosta
przez te punkty.
«  Symetralna jest juz skonstruowana.

Kolejnym etapem lekcji jest odkrycie pewnej hipotezy i udowodnienie jej.
« WeZmy pod uwage punkty A i B i dowolny punkt R lezagcy na symetralnej A i B.
«  Utwodrzmy tréjkat ABR.
« Jakim trojkatem jest tréjkat ABR? (odpowiedz ucznidow: rownoramiennym)
« Dlaczego? (odp.: bo |AR| - |BR|)
« W takim tréjkacie srodek jego podstawy (tutaj punkt P) jest Srodkiem wysokosci tego tréjkata poprowa-
dzonej z wierzchotka R.
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« Wysokoscia tego tréjkata poprowadzong z wierzchotka R jest symetralna punktéw A i B.
« Jakta symetralna jest wiec potozona wzgledem odcinka AB?
« Uzupetnijmy ponizszy zapis:

Symetralna dwdch punktdw A i B przechodzi przez srodek ................

ijestprostopadtado..............ccoiiiiiiiiiiiiiiinn.
Podsumowujac lekcje, uczniowie poznali jedng definicje i jedno twierdzenie:

Definicja
Symetralna dwéch punktow A i B jest zbiorem punktow jednakowo odleglych od tych punktoéw.

Twierdzenie
Symetralna dwdch punktow jest prostq przecinajqcq odcinek ftqczqcy te punkty pod kqtem 90°
i przechodzi przez srodek tego odcinka.
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MATEMATYKA POZIOM - SZKOLA PODSTAWOWA

SP 02 - ODLEGLOSC PUNKTU OD PROSTEJ, KRZYWA POGONI

Wprawdzie uczniowie rozumieja lub czuja intuicyjnie, co to jest odlegtos¢ punktu od prostej. Pojecie to
czuja w przyrodzie réwniez intuicyjnie zwierzeta drapiezne. Gdy atakujace zwierze goni swoja ofiare, to goni ja
w ten sposdb, ze szuka najkrétszej odlegtosci od ofiary.

Podobnie rzecz sie ma w matematyce — odlegtos¢ punktu P od prostej k to dtugos¢ najkrétszego odcinka tacza-
cego ten punkt z punktem A’ na prostej k. Ale jak znalez¢ dla danej prostej i punktu A jego odlegtos¢ od tej prostej?

Wykonajmy doswiadczenie. Otwoérzmy plik o nazwie SP02 odI_pkt_prosta_1.

Na ekranie widzimy ustalony punkt A nie lezacy na prostej k i punkt A’, ktéry przesuwa sie po tej prostej.
Program odczytuje odlegtos¢ |[AA’| i informuje nas, w ktérym momencie ta odlegtos¢ jest najmniejsza.

Widzimy réwniez okrag o srodku A i promieniu AA’ i kat, jaki tworzy odcinek AA’ z prosta k.

ODLEGLOSC NAJKROTSZA

rys. 6 rys.7

Widzimy w trakcie doswiadczenia, ze odlegtos¢ punktu A od prostej jest najmniejsza, gdy odcinek AA’ jest
prostopadty do tej prostej (rys. 7), wykreslony okrag jest styczny do tej proste;.

Zatem odkrylismy definicje:
Odlegtosé punktu A od prostej jest to dlugos¢ odcinka AA’ prostopadtego do tej prostej, gdzie A’ lezy
na prostej.

Matematycy moéwia, ze punkt A’ jest rzutem prostokqtnym punktu A na te prosta. Pojecie to bedzie po-
trzebne przy poszukiwaniu rzutéw ptaskich figur geometrycznych na prosta, a w poznawaniu stereometrii bryt
przestrzennych na ptaszczyzne.

Jak praktycznie znalez¢ odlegtos¢ punktu A od prostej, czyli jak skonstruowac cyrklem i linijka punkt A”?

Poniewaz odcinek AA’ jest prostopadty do prostej, wiec konstrukcja sprowadza sie do utworzenia prostej
prostopadtej do prostej wystawionej z punktu A. Robimy to oczywiscie za pomoca cyrkla.

Wykreslamy taki okrag o $rodku A, ktéry przetnie prosta w dwdch punktach, np. K'i L. Punkty te sa réwno-
odlegte od punktu A, wiec poszukiwana prosta jest symetralng tych dwéch punktéw. Konstruujemy ja w spo-
séb znany z poprzedniej lekgji.

Konstrukcje te mozna obejrze¢ na ekranie GeoGebry w pliku o nazwie SP02 odI_pkt_prosta_2.

Punkt A’ przeciecia tej symetralnej z dang prosta jest poszukiwanym punktem A’

Zainteresowanym uczniom warto pokaza¢, jak powstaje i co to jest krzywa pogoni.

Wyobrazmy sobie, ze pies znajdujacy sie w odpowiedniej odlegtosci od ptotu dostrzega zajaca, ktéry kica
pod ptotem. Rzecz przydarzyta sie zima, wiec wszystko odbywa sie na sniegu. Pies zrywa sig, by ztapac zajaca,
ale zajac zaczyna przed nim ucieka¢ wzdtuz ptotu. Jaki tor na $niegu wykresli pies goniacy zajaca wedtug za-
sady, ktora dziata w przyrodzie: atakujgcy w kazdym momencie gonitwy biegnie po najkrotszej drodze do ofiary.

12
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k=26 ptot

rys.8

Nasuwa sie dodatkowe pytanie, czy pies dogoni zajaca i od czego to zalezy?

W doswiadczeniu wykonanym w programie GeoGebra (nalezy uruchomi¢ plik SP02 odl_pkt _prosta_3)
mozna zmieniac stosunek predkosci zajaca wzgledem psa i zbadad, jaki ksztatt przybiera krzywa pogoni i kiedy
pies szybciej dogoni zajgca. Wszystko tez zalezy od tego, jak daleko jest oddalony pies o ptotu.

SP 03 - DWUSIECZNA KATA

Dwusieczna kata, jak sama nazwa moéwi, dzieli go ma dwa réwne katy. Kazdy z nich ma miare stanowiaca po-
towe miary danego kata. Konstrukcja dwusiecznej pozwala tez zdefiniowac jg podobnie jak symetralna dwdch
punktéw jako miejsce geometryczne punktéw spetniajacych pewna wtasnosé.

Trudnos¢ w nauczaniu tego tematu polega na tym, ze uczen przed przystgpieniem do konstrukgji dwusiecz-
nej powinien zna¢ pojecie odlegtosci punktu od prostej. Poprzednia lekcja go do tego juz przygotowata.

Podobnie jak w przypadku wprowadzania pojecia symetralnych dwéch punktéw, gdzie poszukiwalismy
punktéow réwnooddalonych od tych punktéw, teraz bedziemy z uczniami poszukiwac punktéw réwnooddalo-
nych od dwdch prostych, w ktérych zawieraja sie ramiona kata. | tu wtasnie potrzebne jest pojecie odlegtosci
punktu od prostej.

Lekcje rozpocznijmy od konstrukcji GeoGebry lub tej samej konstrukcji na tablicy. W pewnym momencie
i tak bedziemy zmuszeni eksperymentowac w programie dynamicznym GeoGebry, by dostrzec odpowiednie
wiasnosci.

rys. 9 I \
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MATEMATYKA POZIOM - SZKOLA PODSTAWOWA

Otworzmy konstrukcje SP 03 dwusiecznal.ggb
Moja propozycja to poprzedzenie lekgcji konstrukcja punktéw réwnoodlegtych od danej prostej. Niech tg
odlegtoscia bedzie dtugos¢ ustalonego odcinka a. Oto przebieg lekcji z uzyciem GeoGebry:

« Wiemy juz, co to jest odlegtos¢ punktu od prostej, wiec wykorzystajmy te wiedze do znalezienia przy-
najmniej jednego punktu tak oddalonego od prostej, w ktérej lezy jedno ramie kata, jak od drugiej
prostej, zawierajacej drugie ramie kata.

+ Ustalmy te odlegtos¢ jako dtugos¢ pewnego ustalonego odcinka. Niech to bedzie odcinek KL.

«  Skonstruujmy okrag o srodku w punkcie M i promieniu dtugosci |[KL|. Wykorzystamy w tym celu narze-
dzie Cyrkiel (5/3).

+ Punkt P przeciecia tego okregu z wykreslona prostopadta wyznacza ten, ktéry od ramienia AC jest od-
legty o KL.

«  Co wykresla punkt P, gdy poruszamy punktem M po ramieniu kata? Wtagczmy w tym celu jego $lad.

« Podobnie skonstruujmy na drugim ramieniu punkt N, prosta prostopadta do tego ramienia, okrag
o $rodku N i promieniu |KL| i wreszcie punkt Q przeciecia tego okregu z ta prostopadta.

« Cowykresla punkt Q, gdy poruszamy punktem N po ramieniu kata?

rys. 10

Obserwujac wykonywane doswiadczenie, dostrzegamy, ze punkt P oraz Q wykreslaja proste réwnolegte do
ramion kata odlegte od nich o ustalong dtugos¢ |KL|.
Mozemy je teraz skonstruowac, wykorzystujac program GeoGebra (narzedzie
« Slady obu punktéw P i Q wykreslity dwie proste, kazda réwnolegta do odpowiedniego ramienia kata.
«  Wytaczmy wiec $lad punktéw P i Q i poprowadzmy te proste.
«  Czy wida¢ juz taki punkt, ktory jest odlegty o |[KL| od ramienia AB i ramienia AC tego kata?
« Jak goznalez¢?
«  Widag, ze poszukiwanym punktem jest punkt R wspdlny dla obu prostych.
«  Czyto jedyny punkt?”
«  Zauwazmy, ze jego odlegtos¢ od ramion kata jest réwna |KL|. Sprébujmy dostrzec, co stanie sig, jesli te
odlegto$¢ zmniejszymy lub zwigekszymy?
«  Chwy¢my mysza za punkt L i oddalajmy go lub przyblizajmy do punktu K.
- Co sie dzieje woéwczas z punktem R?
- Jaki $lad zakresla ten punkt?
« Slad punktu R to zbiér punktéw réwnooddalonych od ramion kata BAC. Nie da sie ukry¢, ze punkt R
kresli nam poszukiwang dwusieczna kata BAC.
« Zauwazmy, ze przechodzi ona przez wierzchotek kata, co jest oczywiste, gdyz punkt ten jest odlegty od
ramion kata o te sama odlegtos¢ |KL| = 0.
«  Czyjuz wiemy, jak sporzadzi¢ konstrukcje dwusiecznej kata?
« Niestety tego jeszcze nie wiemy, cho¢ widzimy jak ona wyglada i jaka ma wtasnos¢.
Konstrukcje dwusiecznej poznamy w kolejnym pliku SP03 dwusieczna2.ggb
« Juz wiemy, ze dwusieczna kata to zbiér punktéw réwnooddalonych od ramion tego kata. Sprobujmy
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teraz w prosty sposéb skonstruowac te dwusieczna.

«  Zauwazmy, ze zmiana dtugosci |[KL| powoduje ruch punktu R po dwusiecznej. Ale za kazdym razem od-
legtosc |KL| jest odlegtoscia punktu R od ramion kata. Zatem wykreslmy okrag o srodku w R i promieniu
KL.

Okrag ten styka sie z ramionami kata w dwoch punktach U, V. Oczywiscie |RU| = |RV/.

- Tooznacza, ze jesli wykreslimy dwa okregi o srodkach w punktach Ui Vi promieniu |KL|, wowczas prze-
tna sie one w punkcie R. Zatem niebieski okrag o srodku R jest juz nam niepotrzebny.

« To podpowiada nam konstrukcje dwusiecznej kata: nalezy skonstruowac¢ dwa okregi o takim samym
promieniu.

« Ale gdzie s srodki tych okregéw?

rys. 11

« Zauwazmy, ze skoro kazdy punkt R jest tak samo odlegty od Ui V, to lezy na symetralnej tych punktéw.
« Jakimi punktami sg punkty Ui V?

«  Punkty Ui Vs3 jednakowo odlegte od wierzchotka kata.

« To jest kluczem do konstrukcji dwusiecznej:

+  Obieramy dwa punkty na ramionach kata, np. kreslagc dowolny okrag o srodku A.

« Niech Gi H s3a punktami przeciecia tego okregu z ramionami kata.

« Teraz wystarczy skonstruowac symetralng punktéw G i H.

«  Symetralna punktéw G i H to poszukiwana dwusieczna kata.

Odkrylismy wiec, ze
Dwusieczna kqta jest symetralng dwéch punktéw lezqcych na ramionach kqta réwnoodlegtych od
wierzchotka kqta.

Dobrze bytoby, gdyby uczniowie samodzielnie powtdérzyli te konstrukcje w swoich zeszytach.
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SP 04 - STUDNIA NA PUSTYNI

Wykorzystajmy w tej lekcji plik SP 04 studnia.ggb.
Trzy plemiona afrykanskie postanowity wykopac studnie artezyjska na pustyni w takim miejscu, aby miesz-
kancy ich wiosek A, B i C mieli taka sama odlegtos¢ do tej studni.

rys. 12

George Poly’a - wybitny dydaktyk pochodzenia wegierskiego opublikowat w swoich dwdch ksigzkach,Od-
krycie matematyczne” oraz ,Jak to rozwiqzac” zasady poszukiwania heurystyk w rozwigzywaniu rozmaitych
zadan z matematyki. Jedna z nich gtosi, ze jesli zatozenia zadania przeszkadzajg nam w poszukiwaniu rozwia-
zania zadania, to nalezy obnizy¢ zatozenia w tym zadaniu, albo z niektérych zrezygnowac. To pozwoli rozwia-
zac zadanie w jakiej$ uproszczonej sytuacji, da pomyst na odkrycie rozwigzanie samego zadania.

Nasze zadanie jest dobrym przyktadem zastosowania tej zasady Poly.

Mozemy ukry¢ jedna z wiosek (np. €) przyjmujac, ze chcemy wykopac studnie w takim miejscu, by miesz-
kancy wiosek A i B mieli te sama odlegtos¢ do studni.

llekro¢ napotykamy w geometrii sformutowanie ,takq samq odlegtos¢’, powinna nam na mysl przyjs¢ defi-
nicja symetralnej dwoch punktéw. Wykorzystajmy ja tutaj.

Skonstruowanie symetralnej punktéw A i B wskazuje, gdzie ta studnia mogtaby sie znalez¢. Mozna jg wy-
kopa¢ w dowolnym miejscu tej symetralnej. Ale ma by¢ ona tak samo odlegta od wioski C. Wystarczy wiec
dorysowac symetralng innej pary punktéw, np. A i C lub B i C. Poszukiwane potozenie studni jest oczywiscie
punktem przeciecia jednej z par tych symetralnych. Niech ten punkt nazywa sie S.

Z dotychczasowej wiedzy uczniowie wnioskuja, ze |SA| = |SB| = |SC|. To za$ oznacza, ze punkt S moze by¢
srodkiem okregu, ktéry przechodzi przez wioski A, B i C.

Zadanie to specjalnie dedykuje uczniom szkoty podstawowej, gdyz ukazuje ono, jak matematyka jest po-
wigzana z zyciowymi sytuacjami i nieraz koniecznos$¢ jej znajomosci pozwala takie sytuacje rozwigzac.

Gdyby utworzy¢ trojkat ABC, zadanie nie miatoby juz takiego smaku. Ale zbliza ono uczniéw do pojecia
okregu opisanego na tréjkacie. Srodek okregu opisanego na tréjkqcie znajduje sie w przecieciu symetral-
nych jego bokéw (albo par wierzchotkéw). Promieniem tego okregu jest oczywiscie odlegto$¢ tego srodka od
dowolnego wierzchotka tréjkata.
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SP 05 - SYMETRALNE | DWUSIECZNE TROJKATA

Warto w trakcie podsumowania pojec¢ symetralnej i dwusiecznej wykona¢ pewna konstrukcje, w ktérej po-
jawig sie one réwnoczesnie: SP05 dwusym.ggb
Umozliwia nam to program GeoGebra, w ktérym narzedzia 3/3, 3/4 pozwalaja wykresli¢ je ,od reki”.
W trakcie poruszania wierzchotkami tréjkata mozna dostrzec cos, co jest niezauwazalne na statycznym ry-
sunku wykonanym na tablicy. Wykonajmy nastepujace czynnosci.
« Wykreslmy trojkat ABC.
« Wykreslmy symetralng boku BC i dwusieczna kata BAC lezacego naprzeciw tego boku.
«  Wykreslmy okrag opisany na tréjkacie ABC.
«  Czy co$ szczegbdlnego mozna dostrzec w catej tej konstrukg;ji?
« Poruszajmy wierzchotkami tréjkata i szukajmy czegos, co zawsze widac niezaleznie od rodzaju trojkata
« Jesli nadal nie zauwazymy nic szczegélnego, to zwro¢my uwage na punkt przeciecia sie symetralnej
z dwusieczna (rys. 12).
+ Czyjego potozenie jest przypadkowe?
« Niech K bedzie punktem przeciecia sie dwusiecznej i symetralnej. Ltatwo zauwazy¢, ze lezy on zawsze
na okregu opisanym.

-~ -

rys. 14

«  Czy tak sie dzieje rébwniez z pozostatymi symetralnymi i dwusiecznymi?

«  Sprawdzmy.

«  Utwodrzmy pozostate dwusieczne i symetralne.

« Jak wida¢, tez przecinaja sie w punktach na okregu opisanym w punktach L i M (rys. 13).

Twierdzenie

Symetralna kazdego z bokow tréjkqta przecina sie z dwusiecznq kqta lezqgcego naprzeciw tego boku
w punkcie na okregu opisanym na tym tréjkqcie.

Wykazmy prawdziwos¢ tej tezy dla boku BC i kata CAB (patrz rys. 13).

Jezeli AK jest dwusieczng kata CAB, to tuki CK i BK sa przystajace. Istnieje wiec izometria przeksztatcajaca
jeden z tych tukéw na drugi. Poniewaz tuki te naleza do tego samego okregu, wiec izometrig tg jest symetria
osiowa o osi bedacej symetralng cieciwy CB, a zatem symetralng boku BC trojkata. Ta przecina okragg w punkcie
wspoélnym dla obu tukéw, czyli w punkcie K.

Sprobujmy odkry¢ jeszcze co$ ciekawego. Zaprezentowany materiat nadaje sie dla ucznidow szczegdlnie
uzdolnionych lub dla uczniéw szkoty sredniej.
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«  Przypatrzmy sie uwaznie tréjkatowi KLM.

« Poruszajac wierzchotkami A, B i C, nie widzimy nic szczeg6lnego w zachowaniu sie tréjkata KLM.

« Jednak jest cos, co zaczyna nas interesowac.

«  Przypatrzmy sie uwaznie dwusiecznym i symetralnym trojkata ABC i zaobserwujmy, czym sa jedne
z nich dla tréjkata KLM?

+ Poruszajmy w tym celu wierzchotkami tréjkata ABC.

« Po dtuzszej chwili zauwazmy, ze dwusieczne w tréjkacie ABC sa wysokosciami tréjkata KLM - rys. 14.

Twierdzenie

Dwusieczne kqtow dowolnego tréjkqta sq wysokosciami tréjkqta, ktorego wierzchotki sq punktami
przeciecia dwusiecznych kqtow tego tréjkqta z symetralnymi bokéw im przeciwlegtych.

rys. 16 rys. 17

«  Spodki wysokosci w tréjkacie KLM tworza pewien tréjkat A’‘B’C’, bedacy tréjkatem spodkowym dla tréj-
kata KLM - rys. 15.
« Ale popatrzmy, jak sie ma ten tréjkat do trojkata bazowego ABC?
« Jego bokisa réownolegte do bokéw tréjkata ABC, a ponadto wydaje sie, ze ich dtugosci stanowia potowe
dtugosci bokow tréjkata ABC.
«  Zmierzmy bok ACi A’C’ i podzielmy te wielkosci.
« Oznacza to, ze trojkat ABC jest obrazem tréjkata A’B’C’ w skali s=2
« Fakt, ze |AC| = 2:|A'C’|, |AB| = 2:|A'B’| i |BC| = 2|B’C’| oznacza, ze mozna w trojkacie ABC utworzyc trzy
réwnolegtoboki.
«  Natomiast wierzchotki tréjkata A’B’C’ s Srodkami odcinkow WA, WB i WC.
Aby tego dowies¢, zauwazmy, ze | ZAWB| = | ZWKB'| + | ZWB’K|
gdzie W jest punktem przeciecia sie dwusiecznych, a B’ punktem przeciecia boku MK z dwusieczng BL.

Réwnos¢ ta zachodzi na podstawie twierdzenia o rownosci miary kata przylegtego do danego i sumy miar
dwodch pozostatych katow w tréjkacie WB'A'.

Stad |ZWLK| = | LAWB| - | ZWKB".

Poniewaz  |ZAWB]| = 180°- (|ZWAB| + |ZWBA|,

wiec: |ZWLA’| = 180°- | LWAB| - |ZWBA| - | LAKM|,

ale |ZWAB| + | ZWBA| + | ZAKM| = L (|ZA| + | ZB| +1£C]) = 90,

Wobec tego [£ZWB’A’| = 180°- 90° = 90°.
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Spodki A, B’, C" wysokosci tréjkata KLM tworzg wierzchotki kolejnego tréjkata, ktéry nosi nazwe tréjkata
spodkowego dla trojkata KLM. Jego boki sa rownolegte do bokéw tréjkata bazowego ABC, co oznacza, ze jest
on z nim jednoktadny. Srodek jednoktadnosci jest oczywiscie punktem przeciecia sie dwusiecznych tréjkata
ABC, czyli ortocentrum trojkata KLM.

Po zmierzeniu odcinkéw AC i A’C’ okazuje sie, ze skala tej jednoktadnosci wynosi 72 — rys. 16. Mamy wiec
kolejne twierdzenie:

Twierdzenie

Tréjkqt spodkowy trdjkqta ,X” utworzonego dla tréjkqta bazowego jest jednoktadny z tréjkqtem ba-
zowym w skali 1/2.

Aby udowodnic¢ ten fakt, poprowadZmy dodatkowo okrag o(A;A’B). Okrag ten przechodzi jeszcze przez
punkt C, gdyz jego srodek lezy na symetralnej odcinka CB - rys. 17.

Dos¢ nieoczekiwany jest natomiast fakt, ze okrag ten przechodzi réwniez przez punkt W. Punkt ten to orto-
centrum trojkata KLM. Okazuje sie, ze obrazem ortocentrum w symetrii osiowej o osi zawierajacej bok tréjkata
jest zawsze punkt okregu opisanego na tym tréjkacie. Poniewaz okrag opisany na tréjkacie KLM przecina pro-
stg LW w punkcie B, wiec punkt B jest obrazem ortocentrum W w symetrii osiowej o osi MK.

rys. 18 rys. 19

Oznacza to, ze |WB’| = |B’B| (czyli B’ jest srodkiem odcinka WB) skad wynika, ze tréjkat WBK jest rbwnora-
mienny, czyli [WK| = |WBI, a to oznacza, ze okrag o(K, KB) przechodzi przez punkt W.

Analogicznie mozna wykaza¢, ze €’ jest Srodkiem odcinka WC. Dlatego tez odcinek B’C’ jest rownolegty
do boku BC i zachodzi réwnos¢ |CB| = 2 |B’C’|. Podobnie mozna uzasadni¢, ze jednokfadne sa pozostate boki
trojkatéw A’B’C’ i ABC.
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SP 06 - SYMETRIA OSIOWA

Wprowadzimy teraz najwazniejsze przeksztatcenie, jakim jest symetria osiowa. Na jego bazie uczniowie w li-
ceum wprowadzajg inne przeksztatcenia, takie jak przesuniecia i obroty. Z nig tez zwigzane jest pojecie figur
osiowosymetrycznych. Powinnismy symetrie osiowag wprowadzi¢ w sposéb konstrukcyjny, dlatego tez postu-

zymy sie kilkoma eksperymentami realizowanymi w programie GeoGebra.
Wiemy juz, ze symetralna dwdch punktéw réznych od siebie jest prostg zbudowang z punktéw jednakowo

oddalonych od tych punktéw.

Wykonajmy teraz zadanie odwrotne:
Mamy symetralnq dwdch punktoéw, ale jeden z nich zostat usuniety z ekranu, kartki papieru lub tablicy

i jest niewidoczny. Jak go przywroci¢ w miejsce, w ktérym on sie znajdowat?
Uruchamiamy plik SP06 symetria os 1.ggb.
Na ekranie widzimy punkt A i prosta a, ktéra jest symetralng punktu A i niewidocznego punktu A’.
Poszukiwany punkt A” jest tak samo odlegty od kazdego punktu symetralnej jak punkt A.
Zatem wybierzmy na tej symetralnej dwa dowolne punkty K'i L i zmierzmy cyrklem ich odlegtosci od

punktu A.
- Sato oczywiscie odlegtosci |[KA| i |LA|.
Teraz wystarczy zakresli¢ cyrklem o rozwartosci |[KA| tuk o srodku w punkcie K oraz podobnie z punkt L

tuk o rozwartosci cyrkla |LA|.

Czy juz wiemy, gdzie znajduje sie punkt A’, skoro |LA|=|LA’| oraz |KA| = |KA'|?
« Punkt A’zajmuje potozenie przeciecia sie obu fukdéw.

«  Poruszajmy punktami Kii L.

« Cozauwazamy?
«  Czyfaktycznie prosta KL jest symetralng punktéw Ai A”?

+ Poruszajmy punktem A.
« Codzieje sie z punktem A”?
W wyniku tej konstrukgji otrzymalismy punkt A’ (rys. 20), majac dany wczesniej punkt A i symetralng a obu
punktéw. Powiemy, ze:
Punkt A’ jest symetryczny do punktu A wzgledem prostej a.

albo, ze:
Punkt A’ jest obrazem punktu A w symetrii osiowej o osi a.
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Teraz wykonamy kilka ¢wiczen, w ktérych wykorzystamy symetrie osiowa.

Uruchamiamy plik SP06 symetria os 2.ggb.
Na ekranie GeoGebry widzimy punkt A, 0$ symetrii @i punkt A’ bedacy obrazem punktu A w symetrii osiowej

wzgledem tej proste;j.
Poruszajmy punktem A i obserwujemy zachowanie sie punktu A”.

Gdzie znajduje sie punkt A’ gdy punkt A lezy na prostej a?
Gdzie znajduje sie punkt A’, gdy A znajduje sie po lewej stronie prostej a?

a
1
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
1
1
1

A

A

rys. 22

Gdzie znajduje sie punkt A’, gdy A znajduje sie po prawej stronie prostej a?

Wiaczmy teraz $lad punktu A i punktu Al
Wykre$l jakis ksztatt punktem A.

Co wowczas wykresla punkt A?
Czy potrafisz otrzymac taki obraz punktu A i A’ jaki przedstawia rys. 21?7

Jak bys nazwat swoimi stowami to, co obserwujesz na ekranie?
W kolejnym etapie pliku GeoGebry widzimy na ekranie potowe obrazu pewnego motyla, gdyz reszta

ulegta uszkodzeniu.
Czy masz jaki$ pomyst na odnowienie tej uszkodzonej czesci obrazu?

Czyliinaczej méwiac, w jaki sposéb uzupetnié obraz petnego motyla?
Poruszajmy punktem A po obrysie widocznej strony zniszczonego obrazu motyla.

«  Cowykresla punkt A”?
Czy po tym eksperymencie mozemy powiedzie¢, ze figura, jakg wykreslit punkt A’, to prawa potowa motyla
-rys. 22?7

Czy potrafisz jednym ruchem narysowac w podobny sposéb inng figure, np. dzbana, rysujac tylko jego

potowe?
Otworzmy konstrukcje SP06 symetria os 3.ggb.
Wykonamy jeszcze jeden ciekawy eksperyment. Narysujmy dowolny tréjkat ABC oraz prosta a.

Po brzegu tréjkata KLM spaceruje mrowka (jest nig punkt A), idac od punktu K do punktu M, mijajac po

drodze punkt L.
Znajdzmy obraz A"’ mréwki w symetrii osiowej wzgledem prostej a. Wykorzystujemy w tym celu narze-

dzie Symetria Osiowa (8/1).

Poruszajmy muche A po brzegu tréjkata.
W kt6ra strone porusza sie mrowka — zgodnie czy niezgodnie ze wskazéwkami zegara?

Obserwujmy ruch mréwki A:
W ktdra strone porusza sie mréwka A’ - zgodnie czy niezgodnie ze wskazéwkami zegara?
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MATEMATYKA

rys. 23
To, co dostrzeglismy na ekranie, jest bardzo waznym faktem dla matematykéw i fizykéw. Nosi nazwe orien-

tacji trojki punktow. Gdy jakis obiekt porusza sie na ptaszczyznie niezgodnie z ruchem wskazéwek zegara,
wowczas méwimy, ze sie porusza dodatnio, a jak zgodnie, to moéwimy, ze ujemnie. Popatrzmy na rysunek.
Aby sie przekonag, jak to jest wazne w fizyce, popatrzmy na kolejny ekran naszej konstrukcji GeoGebry.

<=

al

1
1
1
1
1
1

Tutaj koto zebate wyciete z kartonu obracajace sie zgodnie ze wskazéwkami po przeksztatceniu w symetrii
osiowej obraca sie w przeciwna strone. W symetrii osiowej zmienia sie zawsze orientacja trojki punktéw na
przeciwna. Prosze nie traktowac tego rysunku jako przestrzennego, bo to sie odbywa na ptaszczyznie!

TO NIE JEST SYMETRIA OSIOWA,
LECZ OBROT W PRZESTRZENI!

rys. 26
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Wtasnosci odkryte dzieki tym eksperymentom sg przeznaczone dla zdolniejszych ucznidw, ktérzy oprécz
matematyki interesuja sie fizyka i informatyka. Opisany problem jest niezbedny w drukowaniu 3D. Tam kaz-
dy obiekt trojwymiarowy jest podzielony na mate trojkaty. Jesli orientacja tych trojkatow jest taka sama na
wszystkich $cianach obiektu, wtedy drukowanie powiedzie sie, jesli nie, trzeba najpierw te orientacje zmienic
odpowiednim programem komputerowym.

Bardzo wazne jest, by na lekcji nie pokazywac symetrii osiowej w taki sposéb, jaki lansuja niektdre podrecz-
niki i Internet, kiedy uczen robi kleksa na kartce papieru, a nastepnie go odbija przez zagiecie kartki wzdtuz
pewnej prostej, tak jak to wida¢ na rysunku 26. To nie jest absolutnie symetria osiowa, lecz obrét w przestrzeni
wokot linii zagiecia, czyli przeksztatcenie w trzecim wymiarze.

Drugi bfad, jaki popetniamy czesto, to ukazywanie symetrii osiowej poprzez odbicie w lustrze! ‘To tez nie jest
symetria osiowa, lecz symetria ptaszczyznowa, czyli znowu przeksztatcenie w geometrii 3D - rys. 27!

TO NIE JEST SYMETRIA OSIOWA,
TYLKO PLASZCZYZNOWA!

rys. 27

Szkoda, ze o tym sie nie méwi w programie matematyki szkolnej, bo uczniowie przez to myla podstawowe
rzeczy i mieszajg geometrie ptaska z przestrzenna. Wyjsciem z tego impasu jest najlepiej uczy¢ w ostatnich
klasach o symetrii ptaszczyznowej (nazywanej czesto lustrzana).

Jako podsumowanie az sie prosi pokazac konstrukcje GeoGebry, ktéra mentalnie wytworzy uczniom pra-
widtowe pojecie symetrii osiowej i odrézni jg od innego przeksztatcenia znanego uczniom z zycia.

Otwérzmy plik SPO6 symetria osiowa 4.ggb.

«  Przesunmy suwak s od wartosci 0 do 1.

« W jakim przeksztatceniu przeszedt niebieski tréjkat ABC w jednym, a w jakim w drugim na tréjkaty
A’B’C’ czerwony i zielony?

« Jezeli cos ma nam pomdc, to winowajca jest cos ukrytego — odznacz przycisk o nazwie ,winny catego
zamieszania”.

Uczniom sprawia trudnosc to, ze w dolnym przeksztatceniu trojkat ABC w ich umystach ,obraca” sie i tak tez
mowig na to przeksztatcenie u dotu.

Dopiero odkrycie za pomoca przycisku prostej bedacej osig symetrii upewnia ich w przekonaniu, ze majg do
czynienia z symetrig osiowg. Widac tez wyraznie, ze zmienita ona orientacje tréjkata niebieskiego przy przej-
sciu w czerwony.

Pierwszy tréjkat u gory ulegt tylko przesunieciu. Uczniowie, mimo ze nie znajg formalnie tego przeksztatce-
nia, to rozumiejga, o co chodzi.
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SP 07 - FIGURY OSIOWOSYMETRYCZNE

Od symetrii osiowej do figur osiowosymetrycznych droga jest krotka. Trzeba zdac sprawe uczniom, ze figura
ptaska jest osiowosymetryczna, jesli kazdy jej punkt odbity w symetrii osiowej jest punktem tej samej figury.

Poprzedzimy te dziatania kilkoma eksperymentami.
Otworzmy plik SPO7 figury osiowosymetryczne 1.ggb
Polecenie do tego pliku jest nastepujace:

« Dany jest punkt A i jego obraz A’ w symetrii osiowej.

+  Wiaczmy $lady punktu A i B.
Czy potrafimy tak poruszac¢ punktem A po ekranie, by wykresli¢ widoczna litere, przy czym kazdy frag-

ment tej litery musi by¢ tylko jednego koloru.
«  Czy udato sie to zrobi¢?

T —

wiaczanie sladu
wylaczanie $ladu

rys. 31

Uczen moze to zadanie przetestowac na kilku duzych literach alfabetu. W niektérych uda mu sie wykonac
zamierzone zadanie, w niektérych przypadkach nie. Jezeli potrafit wykonac to zadanie, to oznacza, ze punkt
lezacy na danej , literze” ma swdj obraz w symetrii osiowej, ktdry tez lezy na tej figurze. Jezeli byt to niebieski
punkt A, to jego czerwony obraz A” wykreslit druga czesé tej figury, a jesli zrobit to punkt czerwony, to niebieski
zrobit reszte, zatem kazdy punkt tej figury miat swéj obraz w symetrii osiowej, ktéry nalezat tez do figury.

Wprowadzmy definicje:

Definicja
Figura jest osiowosymetryczna, gdy kazdy punkt tej figury ma obraz w pewnej symetrii osiowej, ktory
nalezy tez do figury.

Zatem ktore z liter alfabetu sa takimi figurami?
Bardzo wazne sg tu dwa sformutowania: kazdy punkt” oraz ,ma obraz w pewnej symetrii ..."”

Aby uczen o tym sie przekonat, zaaplikujemy mu zadanie z kontrprzyktadem.
Kolejne ¢wiczenie polega na tym, ze uczenn musi dobrac potozenie osi symetrii, jesli figura jest osiowosyme-
tryczna. Chodzi o to, by wycwiczy¢,oko’, ktére dostrzega te symetrie.

Otworzmy plik SPO7 figury osiowosymetryczne 2.ggb.
Dany jest punkt A i jego obraz A’ w symetrii osiowej. Dany jest punkt A i jego obraz A’ w symetriii osiowe;j.

Wykreslona jest tez pewna figura, ktéra by¢ moze jest osiowosymetryczna.
Brakuje natomiast osi symetrii. Uruchom ja za pomoca punktéw Ki L i utéz tak, by byta osig symetrii tej figury.

Sprawdz za pomocg punktéw A i A’, czy stusznie ocenites te figure jako osiowosymetryczna? Ktére z tych

figur nie sa osiowosymetryczne?
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rys.32

SP 08 - SYMETRIA SRODKOWA i FIGURY SRODKOWOSYMETRYCZNE

Poznamy kolejne przeksztatcenie geometryczne z planimetrii, z ktérym mamy do czynienia, ogladajac rézne
przedmioty, szczegdlnie ozdoby i dziefa sztuki architektonicznej. To jest wiedza niezbedna dla konserwatorow
zabytkéw, ktérzy musza sie zmierzy¢ z odnawianiem zniszczonych $cian, ornamentéw i wzoréw, gdyz one naj-
czesciej s tworzone w oparciu o symetrie osiowe i srodkowe.

Zacznijmy tradycyjnie od eksperymentu w GeoGebrze: Otwérzmy plik SP symetria Srodkowa.ggb

Na ekranie pojawia sie punkt A oraz punkt S zwany $rodkiem symetrii srodkowej.

Aby odbi¢ w symetrii Srodkowej punkt A, przeprowadzimy przez punkty A i S prosta.

Nastepnym krokiem jest wykreslenie cyrklem okregu o srodku w punkcie S przechodzacym przez punkt A.
Drugi punkt przeciecia tego okregu z prostg SA jest poszukiwanym obrazem punktu A w symetrii srodkowe;j
o $rodku S. Nazwijmy go A’

rys. 33 rys. 34
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Potraktujmy teraz punkt A dynamicznie i pozwoélmy nim poruszac sie po ptaszczyznie. Wtaczmy $lad obu
punktéw i obserwujmy, jak zachowuje sie punkt A’ pod wptywem ruchu punktu A? Wykresimy dla przykfadu
kilka liter. Co zauwazamy?

Zauwazmy, ze kazda z liter po odbiciu w symetrii Srodkowej jest jakby odbita ,do géry nogami’, ale chyba
nie zmienita sie w nich orientacja zgodnosci lub niezgodnosci ze wskazéwkami zegara tak, ja sie zmieniata
w symetrii osiowe;j.

Sprawdzmy te zgodnos¢ z ruchem wskazéwek zegara na konkretnej tarczy zegara. Poruszajmy punktem
A i obserwujmy, co dzieje sie z punktem A”?

Czy oba zegary wskazuja ten sam czas?

Okazuje sie, ze symetria srodkowa nie psuje orientacji tak jak to czynita symetria osiowa. Obserwujac oba
zegary na rysunku 35, pojawia sie pytanie, czy zegary te chodza jednakowo? Czy ktérys z nich nie przyspiesza
lub nie zwalnia w pewnych momentach?

rys. 35

A co by sie stato, gdyby ten drugi, odbity w symetrii zegar nie miat na cyferblacie zaznaczonych cyfr. Wtedy
odczytywalibySmy czas wedtug potozenia wskazéwek. Teraz gdy na pierwszym zegarze jest godz.10.12, na
drugim widoczna bytaby wtedy 4.42. Wida¢, ze odstep czasu miedzy tymi wskazaniami jest rowny doktadnie
5.30 h. A czy w innym potozeniu tez jest taka sama réznica? Jesli jest inna, to znaczy, ze jeden z tych zegarow
chodzi niejednostajnie.

Podobnie, jak to robilismy dla symetrii osiowej i figur osiowosymetrycznych, mozemy teraz wprowadzic po-
jecie figur srodkowosymetrycznych. Wedtug poprzedniej definicji miatoby to oznacza¢, ze kazdy punkt takiej
figury po odbiciu jest punktem tej samej figury.

WezZmy pod rozwage okrag i koto. Czy sg one figurami sSrodkowosymetrycznymi?

Teraz zmienimy nieco technike badan, zastepujac narzedzie Slad opcja Miejsce Geometryczne.

Za kazdym razem punkt A bedziemy umieszczac na obiekcie, po ktérym miatby sie przemieszczac. Zrobimy
to poprzez przedefiniowanie punktu - narzedzie w ikonie 1/3.

Przedefiniujmy punkt A na okrag przy uzyciu tego narzedzia.

Nastepnie wybierzmy narzedzie Miejsce Geometryczne (3/8) i wskazmy najpierw punkt A’, a potem A. A’
wykresli wéwczas obraz okregu w symetrii srodkowe;.

Jak wida¢ obrazem okregu w symetrii Srodkowej jest inny okrag. A czy moze by¢ nim ten sam okrag, na
ktérym lezy punkt A?

Chwyémy w tym celu srodek S symetrii Srodkowej i przenieSmy go w takie miejsce, by czerwony okrag po-
kryt sie z niebieskim.

Gdzie musi sie znalez¢ punkt S, by byto spetnione nasze zyczenie?

Jak widac¢ z eksperymentu, Srodek symetrii musi by¢ srodkiem okregu bazowego. Wéwczas okrag ten przej-
dzie w ten sam okrag.

To oznacza, ze okrag jest srodkowosymetryczny. Znalezlismy wiec sposéb na rozstrzyganie, czy dana figura
jest srodkowosymetryczna.

Zbadajmy, ktdre z czworokatéw sg srodkowosymetryczne - rys. 36.

W tym celu punkt A zamocujemy na brzegu czworokata i znajdziemy jego obraz w symetrii Srodkowej
wzgledem punktu S.

Nastepnie zastosujemy, podobnie jak z okregiem, narzedzie Miejsce Geometryczne, ktore wykresli obraz
naszego czworokata.
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Jak widzimy, obrazem naszego czworokata jest inny czworokat.

Teraz trzeba wykaza¢ sie dobrym sprytem matematycznym i poszuka¢ takie potozenie srodka S symetrii
i takie ustawienia wierzchotkéw naszego czworokata, by przeksztatcony (czerwony) pokryt sie z bazowym nie-
bieskim.

rys. 36

Dobierajac wierzchoftki niebieskiego czworokata tak, by oba czworokaty pokryty sie, odnajdziemy wszystkie
czworokaty, ktore sg srodkowosymetryczne.

Znajdzmy w podobny sposéb srodkowosymetryczne pieciokaty, szesciokaty i siedmiokaty, czworokaty
wkleste i jeszcze inne figury.

Ktore z duzych liter alfabetu sa Srodkowosymetryczne?

SP 09 - SRODEK CIEZKOSCI TROJKATA

Te lekcje rozpoczynamy od eksperymentu. Wycinamy z twardej tektury albo ze sklejki tréjkat i poszukujemy
takiego punktu na obszarze tego tréjkata, by po podtozeniu w tym punkcie palca tréjkat znajdowat sie nie-
ruchomo w potozeniu poziomym. Fizycznie ujmujac to stowami, mozemy powiedzie¢, ze tréjkat znajduje sie
w rownowadze trwatej.

Cata rados¢ tego eksperymentu polega na poszukiwaniu tego punktu. Dobrze, gdy poszukujemy go dla
kilku takich tréjkatow, gdyz bedzie okazja poréwnania dostrzezonych faktéw dla innych tréjkatow (np. rozwar-
tokatnych) i postawienia jakiejs hipotezy.

Gdy uczniowie znajda dla swoich tréjkatéw ten punkt jak najdoktadniej, wéwczas mozemy im zapropono-
wac cykl polecen - konstrukcja GeoGebry SP09 Srodek ciezkosci trk1.ggb:

« poprowadZmy prosta przez odnaleziony w tréjkacie punkt i dowolny wierzchotek tego trojkata,
«  powtérzmy to dla innych wierzchotkéw tego samego trojkata,
+ Ccozauwazamy?
Uczniowie zauwazg, ze proste te przeciety sie wzajemnie. Stawiamy im kolejny problem:
« gdzie kazda z tych prostych przecina przeciwlegty bok tréjkata?

Tu wtasnie wida¢ konieczno$¢ wykonywania eksperymentu przez kilku uczniéw — to wyzwala dyskusje i bu-
rze mézgoéw uczniow.

Efektem tego sg dwie hipotezy:

Punkt, ktéry pozostawia w przestrzeni tréjkqt w rownowadze poziomej, znajduje sie w przecieciu

prostych (albo odcinkéw) wyznaczonych przez wierzchoftki tréjkqta i Srodki przeciwlegtych im bokow.

Aby jeszcze bardziej przekonac uczniéw do odkrytego przez nich faktu, wykonujemy na zupetnie innym,
niebadanym jeszcze tréjkacie konstrukcje tych prostych i punkt ich przeciecia. Nastepnie jeden z uczniéow
sprawdza, czy palec podtozony w tym znalezionym konstrukcyjnie punkcie utrzymuje tréjkat w réwnowadze.
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rys.37 A B

Wprowadzamy pojecie srodkowych tréjkata jako odcinkéw taczacych srodki bokow tréjkata z przeciwlegty-
mi wierzchotkami trojkata.
Tutaj powinno pojawic sie pojecie srodka ciezkosci trojkata, jako punktu, ktéry zastepuje ciezar tego trojka-
ta, czyli punktu, w ktérym przecinaja sie srodkowe tréjkata.
Przechodzimy do konstrukcji GeoGebry w ktérej bedziemy mogli powtdrzy¢ konstrukcje i odkry¢ jeszcze
kilka wtasnosci tréjkata i jego Srodka ciezkosci.
« W dowolnym tréjkacie ABC wyznaczmy $rodki jego bokéw - rys. 38
«  Oznaczmy $rodek boku BC - A’, srodek boku CA - B’, srodek boku AB - C’.
+ Utwdrzmy odcinki AA’i BB'.
« Odcinki taczace srodki bokéw trdjkata z wierzchotkami lezacymi naprzeciw tych bokéw nazywamy
Srodkowymi tréjkqta.

rys.38

«  Znajdzmy punkt przeciecia S tych odcinkow.

«  PoprowadZzmy odcinek CC".

« Czy odcinek CC’ przechodzi przez punkt S?

«  Sprawdzimy to po zmianie potozenia wierzchotkéw tréjkata.

«  Punkt przeciecia sie sSrodkowych tréjkata nazywamy jego Srodkiem ciezkosci.
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Tak wiec punkt S jest srodkiem ciezkosci trojkata ABC.
Sprébujmy na bazie tej konstrukcji odkry¢ z uczniami wtasnosci srodka ciezkosci.
« Poruszajmy wierzchotkami tréjkata ABC i obserwujmy, czy potozenie srodka ciezkosci tego trojkata jest
przypadkowe?
«  Czy moze on znalez¢ sie poza tréjkatem?
« Dlaczego?
« Czyjest on zawsze blizej dowolnego z wierzchotkéw tréjkata, czy srodka przeciwlegtego boku.
« Zaobserwujmy to na przyktadzie odcinkéw SA i SA"
«  Zmierzmy odlegtosci SA i SA”.
«  Czyliczby te sg przypadkowe?
+  Podzielmy wielkos¢ |SA| przez |SA'|.
« Codostrzegamy?
«  Sformutujmy i uzasadnijmy odkryte wtasnosci.

Obserwacja pomiaru diugosci odpowiednich odcinkéw dla rozmaitych potozen i ksztattow tréjkata pozwala
postawic¢ hipoteze:
srodkowe tréjkqta dzielq sie w stosunku 1:2 - rys. 38.

rys. 39

Dowdéd tego faktu nie jest trudny.

Wystarczy spojrzec na tréjkaty ABS i AB’S — rys. 39

Poniewaz odcinek B’A’tgczy srodki bokéw AC i BC, wiec jest rownolegty do AB i dwa razy od niego
krétszy.

Oba te trojkgty majg takie same miary odpowiednich katéw, gdyz 2ASB i £A’SB’ sg katami wierzchot-
kowymi, a pozostate sg naprzemianlegtymi.

Trojkaty te sg wiec podobne i skalg ich podobienstwa jest liczba

| AB|
| A'B'|
Zatem pozostate boki muszg tez zachowac te sama proporcje:
SA
[54] _,
| S4'

Z tej wlasnosci wynika, ze krétszy odcinek srodkowej, na jaki srodek ciezkosci dzieli Srodkowa, stanowi 1/3
jej dtugosci, przy czym srodek ciezkosci znajduje sie zawsze blizej srodka boku niz wierzchotka, ktéry lezy na-
przeciw tego boku i jest drugim koricem srodkowe;j.

Mozna tez uzasadni¢ drugi fakt, ktory udato sie odkry¢ — pola szesciu tréjkatow, na ktére srodkowe podzie-
lity obszar tréjkata, sg rowne.
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rys. 40 rys. 41

Zwro¢my jeszcze uwage na szes$c trojkatow, na ktdre zostat podzielony tréjkat sSrodkowymi.

tatwo zauwazy¢, ze trojkaty ABB’ i CB’B maja te same pola, gdyz ich podstawy (AB’ i CB’) i wysokosci sg
réwne.

W tréjkacie ABS pola trojkatow AC’S i C’BS sg rowne z tych samych powodow.

Poniewaz wysokos¢ trojkata ABS to 1/3 wysokosci tréjkata ABC —rys. 41, wiec jego pole to réwniez 1/3 pola
catego trojkata, gdyz maja te sama podstawe.

Zauwazmy, ze:

PAASB’ - PAABB’ - PAABS‘
wiec
1 1 1
PAASB’ = EPAASB' _EPAASB' = gPAASB'

To dowodzi, ze wszystkie szesc¢ tréjkatdw, na jakie sSrodkowe podzielity tréjkat ABC, maja réwne pola, stano-
wiace 1/6 pola catego tréjkata.
Zbierzmy odkryte i uzasadnione wtasnosci tréjkata w postaci twierdzen.

Twierdzenie

Srodkowe kazdego tréjkqta przecinajq sie w jednym punkcie zwanym srodkiem ciezkosci. Dzieli on
kazdq ze sSrodkowych w stosunku 2 w taki sposob, ze srodek ciezkosci jest blizej tego korica sSrodko-
wej, ktora jest Srodkiem boku.

Szes¢ trojkqtow, na jakie srodkowe podzielily tréjkqt ABC, majq réwne pola, stanowiqce 1/6 pola ca-
tego trojkqta.

Lekcje korczymy zadaniem domowym polegajagcym na znalezieniu zastosowania $rodka ciezkosci w réz-
nych sytuacjach zyciowych. Nalezy doktadnie omoéwi¢ przygotowane przez uczniéw zadanie i ewentualnie
uzupetni¢ ich przykfady.

Na przykfad akrobata, cyrkowiec dzieki odpowiednim utozeniom ciata zachowuje takie potozenie srodka
ciezkosci, by nie straci¢ rownowagi. Para tariczaca na parkiecie moze tatwo sie przewrdcic, jesli jeden z partne-
réw zaczepi butem o jakas przeszkode. Ciato partnera przechyla sie, pociggajac drugie za sobg, sSrodek ciezko-
$ci zostaje przesuniety poza tanczaca pare i traci ona réwnowage. Wieza radiowo-telewizyjna utrzymuje swoja
réwnowage tez dzieki wiedzy o srodku ciezkosci.
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Do czego moze stuzy¢ znajomos¢ srodka ciezkosci tréjkata? Otworzmy plik SP09 srodek ciezkosci trk 2.ggb

Budowniczy wysokich wiez radiowo-telewizyjnych ustawiajg je w taki sposob, ze dolna cze$¢ masztu znaj-
duje sie w statym punkcie, a liny odciggajgce utrzymuja je w rownowadze. Z r6znych poziomdéw wysokosci wie-
zy odchodzg po trzy, cztery liny zakotwiczone gteboko w zelbetonowych uchwytach w ziemi w wierzchotkach
pewnego trojkata. Rysunek 42 to zdjecie lotnicze Choraggwicy, nastepne to kolejne jej zblizenia.

'

rys. 42

Rysunek 44 ilustruje liny naciaggowe — ich rozmieszczenie jest scisle zwigzane ze srodkiem ciezkosci tréjkata.

RadioPolska

RaKoPolska

rys. 43 rys. 44
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Popatrzmy na zdjecie satelitarne wiezy telewizyjnej i jej okolicy.

rys. 46 Rin
OdnajdZzmy tam kotwy lin naciggowych i zobaczmy ich rozmieszczenie.
. o

rys. 47 Rl \ TR
Na rysunku 46 widzimy trojkaty, ktérych wierzchotki to miejsca zakotwiczenia lin naciaggowych. Wszystkie
cztery trojkaty sa réwnoboczne, a ich boki sa do siebie réwnolegte. Na rys. 47 widzimy srodek ciezkosci tych
tréjkatéw — jest to punkt, w ktérym posadowiona jest konstrukcja wiezy.
Jak wida¢, pojecie srodka ciezkosci jest niezbedne w projektowaniu i budowaniu masztéw radiowo-telewi-
zyjnych.
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SP 10 - SRODEK CIEZKOSCI CZWOROKATA

By¢ moze ucznidw moze zainteresowac sposéb konstruowania srodka ciezkosci dowolnego czworokata.

W tym celu wykonuje sie prostg konstrukcje, ktéra zamieszczona jest w pliku GeoGebry SP10 srodek ciez-
kosci czwor.ggb.

Po wykresleniu dowolnego czworokata:

Dzielimy go jedna z przekatnych na dwa tréjkaty.

Konstruujemy srodek ciezkosci obu tréjkatow.

taczymy te srodek odcinkiem (lub prosta) — rys. 48.

przekatna BD

przekatna AC [\Z] Srodek ciezk trojkata 3

srodek ciezk trojkata 1 srodek ciezk tréjkata 4
srodek ciezk trojkata 2
" @ Srodek clezk trojkata D @ prosta GH
D 1 M prosta EF
1
rys. 48 rys. 49

Nastepnie dzielimy ponownie czworokat na dwa tréjkaty druga przekatna.

Znoéw wyznaczamy Srodki ciezkosci obu trojkatow.

taczymy te srodki ciezkosci odcinkiem (lub prosta) - rys. 49.

Miejsce przeciecia obu utworzonych prostych wyznacza srodek ciezkosci czworokata - rys. 50.

B '

A co z czworokatem wklestym? Mysle, ze to jest dobry przyktad do sprawdzenia, gdzie znajduje sie wéwczas

srodek ciezkosci tego czworokata?
Znajdzmy go w programie GeoGebra:

34



LEKCJE

rys.51
Jak wida¢, znajduje sie on poza czworokatem (rys. 51).
Fakt ten wykorzystujg mechanicy i konstruktorzy w rozmaitych konstrukcjach. My wykonamy doswiadcze-

nie, ktére moze kazdy powtoérzy¢ w domu.
Potaczmy widelec ztyzka i umies¢my w tym zestawie patyk, ktéry oprzemy na brzegu garnuszka. Zobaczmy,

czy ten zestaw wywrdcit sie? Dlaczego tak sie dzieje?

rys. 52

TWIERDZENIE PITAGORASA

Twierdzeniu Pitagorasa poswieconych jest wiele lekcji matematyki zaréwno w szkole podstawowej, jak i $red-
niej. Gtéwnie sg to lekcje rachunkowe. Oto propozycja wprowadzenia tego twierdzenia metoda odkrywcza.
Znane sg rozmaite dowody tego twierdzenia (jest ich ok. 170 geometrycznych i 60 algebraicznych). Zapo-
znawanie sie z nimi przez czytanie lektury wymaga od uczacego wiele wysitku w przetwarzaniu ,w mysli” ob-
serwowanych rysunkéw, wykonywaniu obliczerh pomocniczych i logicznym wnioskowaniu, by dojs¢ do tezy.
Wydaje mi sig, ze w tym momencie komputer moze odegra¢ niebagatelng role. Jego dynamiczne przetwa-
rzanie rysunku czy konstrukcji odcigza czytajacego lekture od tych niepozbawionych czesto stresu i znieche-
cenia zmudnych postepowan. Obserwowanie takiego ozywionego rysunku wraz z zamieszczonymi na ekranie
poleceniami do wykonania moze bardzo pomdéc w odkryciu tego twierdzenia. Na pewno tez moze uatrakcyj-
ni¢ lekcje matematyki.
Nie chciatbym, aby ta metoda byta rozumiana jako panaceum na lekcje poswiecona twierdzeniu Pitagorasa.
Chce, by to byta propozycja pewnego rozwigzania dydaktycznego. Czytelnik sam uzna, co moze z tego wyko-

rzysta¢ w swojej lekcji.
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Zacznijmy wiec...

KONSTRUKCJA SP11 Pitagoras01.ggb

Konstrukgja ta to pierwsze spotkanie z twierdzeniem Pitagorasa; mozna by wiec rzec, ze na poziomie pierw-
szej klasy SP. Dziecko uktada niczym puzzle wielokaty znajdujace sie w dwéch mniejszych kwadratach i umiesz-
cza je w najwiekszym kwadracie. To nic, ze nie zna pojecia kata prostego i tréjkata prostokatnego. Uktadanka
sama w sobie jest juz intrygujaca.

Jesli konstrukcje te uczen przypomni sobie w starszej klasie, nastapi zaakcentowanie problemu, moze jakis
przebtysk i inne, dojrzalsze spojrzenie, skojarzenie faktéw, niczym na filmie ogladanym ponownie, w ktérym
zauwazamy to, czego nie widzieliSmy wczesniej.

Otwieramy plik SP11 Pitagoras01.ggb
Oto polecenie dotaczone do konstrukcji GeoGebry.
« Chwytajac mysza za czarne punkty, umies¢ kolorowe wielokaty w kwadracie zbudowanym na przeciw-
prostokatnej trojkata prostokatnego.
+ Mozesz zmieni¢ konfiguracje rysunku przez zmiane potozenia punktu P.
« Sformutuj dostrzezong wtasnos¢ tréjkata prostokatnego, uwzgledniajgc fakt dokonywania zmian
w konfiguracji konstrukgji.

rys. 53

Rzecz polega na tym, by uczen samodzielnie dokonywat odkrycia tego twierdzenia tak, jak odkryt go Pita-
goras, uzywajac podobno kamyczkéw wypetniajacych odpowiednie kwadraty.

Uczniowie nie znajg pojec¢ przyprostokatnych ani przeciwprostokatnej. Moga natomiast zmierzy¢ kat mie-
dzy krétszymi bokami tréjkata lub przyktadajac tam (w klasie 1 czy 2) ekierke, o ktérej uczniowie wiedza intui-
cyjnie, ze zawiera kat prosty.

Efektem takiej lekcji moze by¢ sformutowanie przez uczniéw nastepujacego twierdzenia, ktére niewiele réz-
ni sie od znanego nam twierdzenia:

Twierdzenie

Jezeli trojkqt jest prostokqtny, to kwadraty zbudowne na krétszych bokach tréjkqta mozna tak roz-
ciqé, ze ich obszary wypetnia kwadrat zbudowany na najdtuzszym jego boku.

KONSTRUKCJA SP11 Pitagoras02.ggb

W tej propozycji lekcji mamy do czynienia nie tyle z odkryciem, ile juz z prébka geometrycznego dowodu
twierdzenia Pitagorasa. Jej autorem jest Nissir-ed-Dina (1594 r.).

Dowdd sktada sie z kilku krokéw polegajacych na wykazaniu, ze suma pdél kwadratéw zbudowanych na krét-
szych bokach tréjkata prostokatnego jest taka sama jak pole kwadratu zbudowanego na najdtuzszym boku
tego trojkata. Po prostu konstrukcja ta pokazuje, jak kwadraty mniejsze zmiesci¢ w tym najwiekszym.
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Rysunki ilustrujg cztery fazy dowodu tego twierdzenia. Rola nauczyciela polega na tym, by uczen zrozumiat,
dlaczego kwadrat niebieski i zielony, mimo ze przeinaczaja sie w réwnolegtoboki, to ich pole nie zmienia sie
(nie zmienia sie dtugos¢ pewnych podstaw i wysokosci tych figur)

Vo1
002
o2

o3
oo3

rys. 54 rys. 55
o1 oot
¥ 02 002
003 “ 03
P, P
rys. 56 rys.57

Oto polecenie programu GeoGebra:
« Wcisnij przycisk 01.
+  Gdy pojawi sig suwak P, przesun go do korica w prawo.
«  Powtdrz te czynnos$¢ dla pozostatych przyciskéw i suwakow.
«  Czy pole kwadratu niebieskiego zmienia sie w trakcie przeksztatcania go w kolejne czworokaty?
« Dlaczego?
« Czy to samo mozesz powiedzie¢ o kwadracie zielonym?

KONSTRUKCJA SP11 Pitagoras03.ggb

Autorem tego dowodu twierdzenia Pitagorasa jest amerykanski polityk James Abram Garfield (1831-
1881), ktory w niecaty rok po objeciu urzedu prezydenta USA zostat zamordowany. Garfield byt rowniez wy-
nalazca urzadzenia do wykrywania metali. Konstrukcja ta moze postuzy¢ jako kanwa do odkrycia twierdzenia
Pitagorasa. Nadaje sie réowniez z powodzeniem do przeprowadzenia dowodu tego twierdzenia juz w ostatniej
klasie SP.

Dowdd sktada sie z kilku krokéw i kilku prostych rachunkéw wyznaczajacych pola pewnego trapezu na dwa
sposoby.
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rys. 58 rys. 59 rys. 60

Oto polecenia programu GeoGebera:
« Wiaczmy najpierw przycisk 01 i przesunimy suwak do korica w prawo.
« W ten sposdb obrdcilismy tréjkat o 90° i pozostawilismy jego kopie (mamy teraz dwa trojkaty)
«  Teraz wigczmy przycisk 02 i przesurimy kolejny suwak do kornca w prawo.
«  Gorny tréjkat z ulegt przesunieciu w dét i powstat dodatkowo trapez.
+ Oblicz pole tego trapezu na dwa sposoby:
« jako sume pdl trzech tréjkatow,
+ tradycyjnie jak pole trapezu.
« Poréwnaj algebraicznie ze sobg oba wyniki i zobacz, co otrzymate$ po zredukowaniu wyrazéw po-
dobnych.
Uczniowie powinni poradzi¢ sobie z obliczeniem pola trapezu na dwa sposoby. Jest to okazja do powtdrze-
nia teorii o polach czworokatéw. Z poréwnania tych pél pojawi sie teza twierdzenia Pitagorasa.

KONSTRUKCJA SP11 Pitagoras04.ggb

A to przyktad figur podobnych, zbudowanych na bokach tréjkata prostokatnego.

Otworzmy plik SP11 Pitagoras 41.ggb. Mozna doswiadczalnie przekonac sie, ze niezaleznie od ksztattu
wielokatéw z jednoczesnym zachowaniem ich podobienstwa suma pél zbudowanych na krétszych bokach
tréjkata prostokatnego jest réwna polu wielokata podobnego do nich, zbudowanego na przeciwprostokatnej
(najdtuzszym boku tréjkata prostokatnego).

pole2 = 4.05

A

pole3 = 5.51
rys. 61

Chwytajac myszg za wierzchotki wielokata koloru pomarariczowego, zmieniasz ksztatt wszystkich wielo-
katéw. Jaka ceche zachowuja te wielokaty? Czy s one do siebie podobne? Sformutuj dostrzezong whasnos¢
trojkata prostokatnego, uwzgledniajac fakt dokonywania zmian w konfiguracji konstrukgji.

Podobng konstrukcje figur podobnych mozna wykona¢, dobudowujac na bokach tréjkata prostokatnego
potkola i sprawdzi¢, czy zachodzi relacja Pitagorasa pomiedzy pétkolami zbudowanymi na krétszych bokach
tego trojkata i pétkolem zbudowanym na najdtuzszym boku tego tréjkata. Jest tez okazja sprawdzi¢, czy w tréj-
kacie, ktdry nie jest prostokatny, teza twierdzenia Piagorasa jest nadal prawdziwa.
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Otwieramy plik SP11 Pitagoras04b.ggb

Pole; = 4.27

Pole;

Polez = 5.19

rys. 62

KONSTRUKCJA SP11 Paradoks.ggb

Na koniec w ramach podsumowania twierdzenia Pitagorasa pewne zadanie, ktére moze uczniow szkoty
podstawowej doprowadzi¢ do niektamanego zdziwienia.

Otworzmy plik GeoGebry SP11 Paradoks.ggb.

Tabliczke czekolady, ktéra liczy 24 kawatki (po sze$¢ w czterech rzedach) rozcieto na 4 rézne kawatki i okaza-
to sie, gdy sprobowano ja ztozy¢, ponownie miata ona 24 kawatki, ale zostat jeden kawatek. Cudowny sposéb
rozmnazania czekolady mimo zdarzania sie cudow jest jednak podejrzany o matematyczne oszustwo.

Na czym ono polega?

Rozwigzanie nie jest trudne. Mozna nawet gotym okiem dostrzec, ze rozciecia nie przechodza przez
punkty, kratowe” czekolady. Wymaga to wykonania kilku obliczeA zwigzanych z twierdzeniem Pitagorasa. Zy-
cze powodzenia w rachunkach.

(V] Rozcinanie czekolady

/ (V) pomoc / L

rys. 63

Pozostate tematy zwigzane z twierdzeniem Pitagorasa wejda w zakres lekcji dla LO.
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POZNAJEMY WIELOSCIANY

Juz od Starozytnosci matematycy wiedzieli, ze istnieje 5 wieloscianéw, ktdre maja przystajace sciany i przy-
stajace naroza. Nazwano je foremnymi, ale od nazwiska greckiego filozofa i matematyka Platona, ktéry je opi-
sat w swoim dziele, nazywamy je rowniez platorskimi.

O tym, ze wielosciany te byly znane od stuleci, wiemy na podstawie badan archeologicznych, w ktérych od-
naleziono ozdoby i wisiorki darowane przez bogatych moznowtfadcédw ich zonom i innym kobietom. Ponizej wi-
dzimy kilka z nich. Réwniez rzymscy legionisci, ktérzy dotarli do pétnocnych rejondéw Niemiec, a potem rowniez
do Anglii i Szkocji, stosowali do grania w kosci wyciosane z kamienia mate modele wieloscianéw platoriskich.

rys. 64

rys. 65

Wielosciany platonskie sg protoplastami licznych rodzin wieloscianéw. Niektére z nich uczniowie poznaja
dopiero w liceum.

Wieloscianéw platonskich jest tacznie pie¢: czworoscian foremny, szescian, osmioscian foremny, dwuna-
stoscian foremny i dwudziestoscian foremny. Dowdd, ze istnieje ich pie¢, uczniowie beda mieli mozliwos¢
poznac w klasach matematycznych liceum.

Teraz uczniowie poznaja wielosciany platoriskie przez konstruowanie ich siatek, a potem ich sklejanie.

W kolejnych plikach GeoGebry uczniowie otrzymujg na ekranie wirtualne, obracajace sie wielosciany,
a whasciwie, poprawnie méwiac, rzuty tych wieloscianéw. Sciany tych wieloscianéw pomalowane s3 tym sa-
mym kolorem, jesli s rownolegte i znajduja sie naprzeciw siebie. Czyli do pomalowania kazdego z nich uzyto
tyle koloréw, ile stanowi potowa liczby $cian.

Jezeli bedziemy chcieli w ktérym$ wieloscianie policzy¢ liczbe jego krawedzi, wierzchotkéw lub $cian, to
pamietajmy, ze ze wzgledu na symetrie pfaszczyznowe wystarczy policzyc¢ je dla potowy wieloscianu i potem
podwoic¢ te liczbe.

Dobrym ¢wiczeniem dla uczniéw klasy VIl i VIII jest dtuzsze ogladanie nieruchomego wieloscianu i na pod-
stawie widocznych symetrii wyznaczenie liczby ich $cian lub krawedzi. To pobudza wyobraznig, gdyz uczen
musi zobaczy¢ to, czego nie wida¢ - w mysli obraca bryte, domyslajac sie, co jest po drugiej stronie wieloscianu
ze wzgledu na symetrie.
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SP12 SZESCIAN

Otwieramy plik SP12 szescian.ggb

Wedréwke w krainie wielo$cianéw rozpoczynamy od najbardziej znanego szescianu.

Obraca sie on wokét pionowej osi na tréjwymiarowym ekranie. Na drugim ekranie 2D widoczne sg rozsy-
pane sciany szescianu - sze$¢ kwadratéw. Uczniowie maja za zadanie tak utozy¢ te kwadratowe $ciany, aby
udato sie z nich sklei¢ ten wieloscian. Kazdy z kwadratéw mozemy przesuwac, chwytajac mysza za jego srodek,
a obraca¢, chwytajac za wyrézniony wierzchotek.

Potem wystarczy wycig¢ z kartonu odpowiednig liczbe kwadratéw, dorysowujgc do nich tzw. patki do tacze-
nia $cian ze soba. Potem juz wystarczy tylko je sklei¢ ze soba. Patki mozna dorysowac do wszystkich krawedzi
Sciany i potem obcig¢ niepotrzebne. Oto zrzut ekranu pliku SP12 szescian.ggb

Ul6z szes¢ kwadratow tak, aby tworzyly w sumie siatke szescianu
widocznego obok. Kwadrat przesuwamy chwytajac mysza za jego

$rodek a obracamy widocznym wierzcholkiem kwadratu. Czy mozna

jedna ze $cian przelozy¢ w inne miejsce, by siatka nadal byta

prawidiowq siatka tego szescianu?

rys. 66

Sa dwa sposoby sklejania wieloscianow - albo zaktadki przyklejamy do sasiedniej $ciany, albo zaktadki do
zaktadek. W pierwszym przypadku fatwiej to zrobic i bryta jest stabilna, ale tatwo ja wgnies¢ na krawedziach.
W drugim przypadku krawedzie sg usztywnione jak katownik, ale patki moga sie rozkleja¢ w miejscu faczenia.
Trzeba wiec i$¢ na kompromis i obie te metody dostosowac do sytuaciji.

Nastepna zasada przy sklejaniu wieloscianow to: sklejamy zawsze mniejszy wielokat do wiekszego. To utrzy-
muje wieloscian w lepszej kondycji i trudniej go uszkodzi¢.

Gdy uczniowie na swoich ekranach utworza siatki szescianu, to pojawia sie pytanie, na ile réznych sposoboéw
udato im sie to zrobi¢. Wiadomo, ze sze$cian ma 11 r6znych siatek i dobrze bytoby, gdyby uczniowie jako zada-
nie domowe ,zrzucili” swoje ekrany z siatkami z GeoGebry do programu Paint i po powrocie na kolejnej lekgcji
poréwnali je ze soba. W ten sposdb wyznaczg liczbe wszystkich mozliwych ukfadéw siatek szescianu.

Uwaga - dwie siatki przedstawione ponizej to ta sama siatka, tylko odwrécona w druga strone. Ciekawe, czy
uczniowie odkryja ten fakt.

rys. 67
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Znajdzmy w pracowni matematycznej jakis zakurzony model krawedziowy szescianu (wykonany z drutu
lub z patykéw drewnianych) i oswietlajmy go projektorem na biatym ekranie. Jakie rzuty tego sze$cianu moga
zobaczy¢ uczniowie na tym ekranie. Niech je wypisza w swoich zeszytach.

Na ponizszym pliku SP12 siatki 6scianu.ggb mozemy zobaczyc¢ wszystkie mozliwe siatki szescianu wg pew-
nej ich klasyfikacji.

Siatka z 4 kwadratami w jednym rzedzie:
O+ O2 [0Os O« Os s
Siatki z 3 kwadratami w jednym rzedzie

O7 @& Qe [Jro
Siatka z 2 kwadratami w jednym rzedzie:

[ ]11

otworz/zamknij siatke

‘@
rys. 68

Kolejne wiasnosci szescianu mozemy bada¢, poszukujac przekroje szescianu.
Zapraszam do obejrzenia sze$ciu dynamicznych tzw. giféw animowanych:
Przekroj_szescianu_01.gif

Przekroj_szescianu_02.gif

Przekroj_szescianu_03.gif

Przekroj_szescianu_04.gif

Przekroj_szescianu_05.gif

Przekroj_szescianu_06.gif

Znajduja sie one na CD w katalogu GIFY ANIMOWANE.
llustruje je rys. 69.

Szczegdlnym z wielu przekrojow szescianu jest przekroj prostopadty do jego przekatnej. Daje on przekrdj
tréojkatny (tréjkaty rownoboczne) lub szesciokatny (szesciokaty sg srodkowosymetryczne).

Przypatrzmy sie uwaznie tym przekrojom, ktére sg szesciokatami niekoniecznie rownobocznymi, ale srod-
kowosymetrycznymi, co sie objawia tym, ze maja trzy pary bokéw réwnolegtych do siebie.

Ktoéry z nich ma najwiekszy obwdéd?

Szczegdtowa odpowiedz na to pytanie uzyskamy, badajac konstrukcje SP12 obwdd przekroju szescianu.ggb.

Ta dynamiczna konstrukcja ukazuje nie tylko szescian, ale interesujacy nas przekrdj, a nawet siatke szescia-
nu, na ktoérej wida¢ boki wielokata stanowigcego ten przekroj.
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Jaka diugos$¢ obwodu ma szesciokat bedacy
jednym z przekrojow szescianu? suwak

rys. 70

Widzimy wyraZznie, ze w miare przesuwania sie suwakiem przesuwa sie rowniez ptaszczyzna przekroju
i zmieniajg sie dynamicznie w ptynny sposéb przekroje prostopadte do przekatne DB’ szescianu. Mozemy tez
odczytac na siatce obwdd kazdego z tych przekrojéw i widad, ze wszystkie te przekroje, ktore sg szesciokatami
(niekoniecznie foremnymi), maja ten sam obwaod. Widac¢ nawet, jaka jest dtugos¢ tego obwodu - trzykrotna
dtugos¢ przekatnej szescianu.

SP12 CZWOROSCIAN

Otworzmy kolejny plik: SP12 czworoscian.ggb

Wieloscian ten jest tzw. simpleksem tréjwymiarowym. Simpleks to wieloscian (na ptaszczyznie wielokat)
o minimalnej liczbie scian (bokéw), ktéra go zamyka w danej przestrzeni. Simpleksem ptaszczyzny jest wiec
trojkat.

Wykonujac sktadanie czworoscianu z trojkatow, uczniowie powinni odkry¢, ze ma on tylko dwie rézne siatki.

Zbudujmy z czterech kolorowych tréjkatow réwnobocznych
siatke czworoscianu foremnego ktory obraca sie obok.

Trojkaty przesuwamy chwytajac mysza ich srodki a obracamy

widocznym wierzcholkiem trojkata. lle siatek czworoscianu

uzyskamy w ten sposob?

rys. 71

Mozemy je zobaczy¢ w dynamicznej konstrukcji GeoGebry SP12 siatki 4scianu.ggb.
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rys. 72

A teraz wykonajmy doswiadczenie na zywym modelu czworos$cianu. Przygotujmy wczesniej 6 patyczkow
(takich od szasztykéw) o dtugosci ok 10 cm i kilka gumek recepturek réznych wielkosci. Z patyczkéw zbudujmy
krawedziowy model czworoscianu, faczac je recepturkami po trzy tak, jak to ilustruje rysunek. 73a.

rys.73a rys.73 b

Teraz wykonajmy z kartki papieru A4 czworoscian i umies¢émy go w modelu wykonanym z patykéw - rys. 73b.

Sposéb, w jaki uzyskac czworoscian z kartki papieru, opisany jest na filmie. Najlepiej go obejrze¢ w progra-
mie Windows Media Player.

Nastepnie znajdzmy dtuzsza recepturke i tak ja natézmy na wykonany czworoscian, by recepturka utozyta
sie w ksztatt czworokata - rys. 73a lub rys. 73b.
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Jakie czworokaty mozna utozy¢ z tej recepturki? Czy uzyskamy réwnolegtobok, trapez, prostokat, romb,
kwadrat?

Popatrzmy na dynamiczna konstrukcje SP12 przekroje 4scianu.ggb i odpowiedzmy sobie na to pytanie.

rys. 74

Powtdrnie natézmy na ten model czworoscianu recepturke, ale tak, by utozyta ona dokfadnie kwadrat (rys.
73a). W jaki sposéb nalezy ja utozy¢ na tym czworoscianie? (Odp. — tak, by przechodzita przez srodki czterech
krawedzi).

Narysujmy otdwkiem na papierowych $cianach czworoscianu takie odcinki, ktére bedg stanowi¢ prostokatne
przekroje tego czworoscianu, réwnolegte do kwadratowego przekroju. Ktéry z nich ma najwiekszy obwod? - rys. 76.

Jesli sg ktopoty z odpowiedzig na to pytanie, obejrzyjmy ponizsza konstrukcje wykonang w GeoGebrze 3D.
Otworzmy plik SP12 obwody przekrojow 4 sc.ggb

rys. 75

Suwak dotaczony do konstrukcji umozliwia przesuwanie ptaszczyzny przekroju czworoscianu réwnolegle

do jego kwadratowego przekroju i pokazuje prostokaty, ktérych obwéd mozna odczytaé po lewej stronie kon-
strukgji. Ktéry z nich jest najdtuzszy?
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rys. 76

Wiecej o czworoscianie mozna dowiedzie¢ sie z mojego filmu znajdujacego sie na YouTube pod adresem:
https://www.youtube.com/watch?v=I1JFh7dKLdA

SP 12 OSMIOSCIAN FOREMNY

Przechodzimy do o$mioscianu foremnego — plik SP12 osmioscian.ggb.

Zbudujmy z kolorowych tréjkatéw rownobocznych siatke osmioscianu foremnego.
Trojkaty przesuwamy chwytajac mysza za ich srodek zas obracamy chwytajac za

widoczny wierzchotek tréjkata. Czy po utozeniu siatki mozna jeden z trojkatow

przenies¢ w inne miejsce by siatka nadal byta prawidtowa?

rys. 77

Jak wida¢, mozna go sklei¢ réwniez z tréjkatéw réwnobocznych i to znowu na 11 sposobdw, podobnie jak
sze$cian. To jest zwigzane z tzw. dualnoscia wieloscianéw, o czym bedzie za chwile.

Popatrzmy, jak mozna uzyskac o$mioscian foremny z szescianu.

Wyznaczmy srodki $cian szedcianu i potagczmy kazdy z nich z najblizszymi czterema. Utworzymy w ten spo-
s6b osiem tréjkatnych scian wewnatrz szeScianu i powstanie nowy wieloscian o o$miu $cianach. Czy $ciany te
sg foremne? Czy juz wiesz, jaki to wieloscian?
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A teraz powtdrzmy to jeszcze raz w pliku SP12 Uzyskanie 8scianu.ggb

rys. 78

Doswiadczenie przeprowadzone na szescianie, z ktérego powstat o$mioscian uczy nas, jak dla danego wie-
loscianu utworzy¢ wieloscian dualny.

Definicja

Dwa wielosciany sq dualne, gdy jeden z nich ma wierzchotki w srodkach scian drugiego.

Zatem o$mioscian jest dualny do szescianu, a szescian dualny dla o$mioscianu

Ciekawy jest fakt, ze liczba krawedzi obu wieloscianéw dualnych jest taka sama. Sprawdz ten fakt.
A co jest wieloscianem dualnym dla czworoscianu foremnego?

Warto jeszcze zobaczy¢ wszystkie 11 mozliwych siatek osmioscianu foremnego.

A

rys.79a
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SP12 DWUNASTOSCIAN | DWUDZIESTOSCIAN FOREMNY

Ostatnie dwa wielosciany foremne zbudowane s3 na bazie ztotej liczby. Zaréwno ztota liczbe, jak i te dwa
wielos$ciany uczniowie poznaja w liceum. Ale skfadanie pieciokatnych $cian dwunastoscianu foremnego i tréj-
katnych dwudziestoscianu pozwoli im stworzy¢ samodzielnie te wielosciany, ktére moga sie podobac ucznio-
wi szkoty podstawowej. Otwérzmy dwa pliki SP12 dwunastoscian.ggb oraz SP12 dwudziestoscian.ggb.

Gdy uczniowie zaczng sktadac siatki dwunastoscianu foremnego i dwudziestoscianu foremnego, to okaze
sie, ze nie wystarczy ich w klasie, by pokazac¢ wszystkie r6zniace sie od siebie siatki tego wieloscianu. Az trudno
uwierzy¢, ale dwunastoscian, podobnie jak dwudziestoscian mozna ztozy¢ na 43 380 sposobow.

Os$mioscianu, dwunastoscianu i dwudziestoscianu nie ma w GeoGebrze w menu gtéwnym progra-
mu. Wielosciany tworzy sie jednym poleceniem: Osmioscian(A,B), Dwunastoscian (A,B) i podobnie
Dwudziestoscian(A,B), gdzie A i B s3 wybranymi wczes$niej punktami - dwoma jego wierzchotkami.

Zbudujmy siatke dwunastoscianu foremnego z kolorowych
pieciokatéw dokladajac jeden do drugiego. Pieciokaty mozna

przesuwac chwytajac je za ich srodek a obraca¢ chwytajac za

widoczny wierzcholek pieciokata.

e ©

rys.79b

Z 20-tu kolorowych trojkatow utézmy siatke dwudziestoscianu

umieszczonego obok. Czy po ulozeniu mozemy jedna ze $cian
tej siatki umiesci¢ w innym miejscu? Tréjkaty przesuwamy

chwytajac mysza za ich Srodek a obraca¢ widocznym wierzchotkiem

trojkata.
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SP 13 Uzupelnianie do szescianu
Ten test przygotowany w GeoGebrze i nie ma na celu sprawdzanie wiedzy ucznia, lecz ¢wiczenie jego wy-

obrazni przestrzenne;j.

LEKCJE

CWICZENIE WYOBRAZNI PRZESTRZENNE)J

Pierwsze zadanie polega na odnalezienia takiego wieloscianu, ktéry uzupetni inny wskazany wieloscian do
sze$cianu — plik SP13 test1.ggb

Oto polecenie GeoGebry w tym pliku:

Chwy¢ mysza szare koéteczko i wskaz nim obiekt, ktory wraz z obiektem lezacym poza ramka tworzy petny

szescian.

Obiekt 1 Obiekt 2 Obiekt 3 Objekt 4
rys. 81

Obiekt 1 Obiekt 2 Obiekt 3 Obiekt 4
rys. 82

Obiekt 1

Obiekt 2

Obiekt 3

Obiekt 4

rys. 83
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MATEMATYKA

POZIOM - SZKOLA PODSTAWOWA

Obiekt 1 Obiekt 2 Obiekt 3 Obiekt 4
rys. 84

Obiekt 1 Obiekt 2 Obiekt 3 Obiekt 4
rys. 85

Obiekt 1

Obiekt 2

Obiekt 3

Obiekt 4

rys. 86

Obiekt 1

Obiekt 2

Obiekt 3

Obiekt 4

rys. 87

Obiekt 3
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LEKCJE

Obiekt 1 Obiekt 2 Obiekt 3 Obiekt 4

rys. 89

Obiekt 1 Obiekt 2 Obiekt 3 Obiekt 4

rys. 90

Obiekt 2

Obiekt 3

rys. 91

Obiekt 1 Obiekt 2 Obiekt 3 Obiekt 4
rys. 92

Obiekt 1 Obiekt 2 Obiekt 3 Obiekt 4

rys. 93

51



MATEMATYKA

POZIOM - SZKOLA PODSTAWOWA

Obiekt 1

Obiekt 2

Obiekt 3

Obiekt 4

rys. 94

Obiekt 1 Obiekt 2 Obiekt 3 Obiekt 4
rys. 95

Obiekt 1 Obiekt 2 Obiekt 3 Obiekt 4
rys. 96

Obiekt 1

Obiekt 2

Obiekt 3

Obiekt 4

rys. 97
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LEKCJE

SP23 OBCY OBIEKT

Kolejny test wyrabiajacy lepsza orientacje i wyobraznie przestrzenng to test SP13 test2.ggb.
Rysunek prezentuje trzy rzuty tego samego obiektu oraz czwarty rzut obcego obiektu. Problem polega na tym,
by wytowi¢ sposrdd tych trzech ten obcy obiekt i wskazac go mysza, przeciagajac szare kétko i do tego obiektu.

Gdyby testy te nie mogtyby by¢ wykonywane z GeoGebra, mozna je rozwigzywac z wykorzystaniem samych
rysunkow.

rys. 98 rys. 99

Se\uts

rys. 100 rys. 101

& % 2| |

rys. 102 rys. 103
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MATEMATYKA POZIOM - SZKOLA PODSTAWOWA

rys. 104

i
i
e
&

rys. 106

-

rys. 108

rys. 110
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rys. 109

rys. 106






